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SAZETAK

Matematicko je modeliranje u nastavi vazan proces u kojem ucenici
usavrSavaju procjenu vaznih varijabli, medusobnu komunikaciju, razvijaju vlastite
modele i1 stvaraju mnoga nova iskustva. Uvodenje matematickog modeliranja u
razrednu nastavu smatra se korisnim 1 kvalitetnim u razvoju matematickih
sposobnosti kod ucenika. Pomocu zadataka matematickog modeliranja, ucenici
percipiraju matematiku kao zanimljiviju i blizu samim ucenicima. Prema navedenim
razlozima, vazno je uvoditi matematicko modeliranje 1 poticati ucenike da

razmiSljaju izvan tradicionalnih okvira.

U radu ¢emo opisati Sto je matematicko modeliranje 1 kako se provodi
matematicko modeliranje u nastavi opcenito. Navedene su prednosti 1 nedostaci
uvodenja matemati¢kog modeliranja u razrednu nastavu. Takoder, naveden je utjecaj
matematickog modeliranja na ucenike, ali 1 ucitelje. Obrazovanje ucitelja je, u
aspektu matematickog modeliranja, vrlo slabo razvijeno. Budu¢i da ucitelji nisu
dovoljno educirani za provodenje matematickog modeliranja u razrednoj nastavi,
ucitelji se rijetko odlucuju za provedbu istih s u¢enicima. U zadacima matematickog
modeliranja ¢esto se opisuju stvarni problemi koji su prisutni u ucenikovom
okruZenju. U takvim se zadacima od ucenika moZe ocekivati poznavanje i drugih
znanosti 1 podrucja, osim same matematike. Takvi zadaci mogu biti rijeSeni na
razli¢ite naCine 1 pomocu razli¢itih modela, zahtijevaju viSe vremena, ali 1 viSe
kreativnosti 1 rada ucenika. Zadaci matematickog modeliranja provode se najcesce u

grupnim radovima te ih je teZze vrednovati.

Budu¢i da se dobri 1 kvalitetni zadaci matematickog modeliranja za razrednu
nastavu teSko pronalaze 1 rijetki su, u radu je opisano 1 objasnjeno nekoliko primjera
takvih zadataka. Kao S§to su zadaci rijetki 1 teSko dostupni, istraZivanja o
matematickom modeliranju u nastavi i1 razrednoj nastavi na podru¢ju Republike
Hrvatske nisu dostupna ili ne postoje te ih je potrebno provoditi. Takoder, potrebno
je dodatno obrazovanje ucitelja 1 pripremanje za rad sa zadacima matematickog

modeliranja.

Kljuéne rijec¢i: matematika, modeliranje, uditelj, razredna nastava,

obrazovanje



SUMMARY

Mathematical modelling is important process in teaching in which students
improve evaluation of important variables, mutual communication, they develop
personal models and create many new experiences. The introduction of mathematical
modeling in elementary teaching is considered useful and of high quality in the
students’ development of mathematical skills. By using mathematical modelling
tasks, students get perception of mathematics as more interesting and closer to them.
According to stated points, it is important to introduce mathematical modelling and

encourage students to think beyond traditional limits.

In this work, we will explain what mathematical modelling is and how to use
it in teaching. The benefits and disadvantages of introducing mathematical modelling
in classroom teaching were listed. Also, we explained influence of mathematical
modelling on students, but also teachers. Teacher’s education is very poorly
developed regarding mathematical modelling. Since teachers aren’t educated enough
for introducing mathematical modelling into their classrooms, they rarely decide to
introduce it to students. In mathematical modelling tasks, real problems are often
described, which are present in student’s environment. In such tasks, students may be
expected to have knowledge of other sciences and fields other than mathematics
itself. These tasks can be solved in different ways and with help of different models,
they require more time, but also more creativity and student work. Mathematical

modelling tasks are usually performed in groups, and they are difficult to evaluate.

Since good and high quality mathematical modelling tasks for elementary
teaching are hard to find and are rare, we described and explained few of them in this
paper. Since these tasks are rare and not available, studies about mathematical
modelling in teaching are not available or they don’t even exist in Republic of
Croatia, so it is required to initiate them. Also, additional teacher education and

preparation for working with mathematical modeling tasks is required.

Key words: mathematics, modelling, teacher, elementary education,

education
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1. UVOD

Svakodnevno se susre¢emo s razliitim preprekama i zadacima koje, svjesno
ili nesvjesno, rjeSavamo pomoc¢u matematike. Budu¢i da nas matematika okruZuje,
ne gledamo svi jednako na nju, niti je svi jednako primjecujemo. Ponekad
primjecujemo geometrijske oblike koji nas okruzuju, iako ih ne imenujemo njihovim
nazivima. Ako trazimo geometrijske oblike u prostoru koji nas okruzuje, shvacamo
da u svakom predmetu, igracki, pomagalu ili ¢ak 1 biljci, mozemo pronaci
odgovarajuci oblik ili skupinu istih ili razli¢itih oblika. Kada promatramo okolinu
izvan geometrijskih oblika, zapazamo materijale od kojih je ta okolina izradena,
kvalitetu 1 teksturu materijala. Svako naSe zapazanje stvara nas$ interes i privlaci naSu
pozornost. Budu¢i da smo promatranjem stvorili znatizelju, zapocinjemo
usporedivanje promatrane okoline, njezine interakcije i odnosa te na taj nacin vrlo

lako dolazimo do matemati¢kog modeliranja.

Matematicko je modeliranje u nastavi vrlo vaZan interaktivni proces u kojem
se ucenici upoznaju s problemima iz stvarnog svijeta i okoline koja okruzuje same
ucenike. Takve probleme ucenici rjeSavaju pomocu pretpostavki, vlastitog iskustva, 1
viSestrukih prikaza. Glavni cilj matematickog modeliranja nije uvijek 1 pronalazak
jedinstvenog rjeSenja. Cilj matematic¢kog modeliranja je u shvacanju problema i u
nacinu razmisljanja kod susreta s problemima u stvarnom svijetu. Kod zadataka
matematickog modeliranja vazno je proucavati problem u cijelosti, a ne samo
njegove dijelove. Takoder, vazno je kriticki gledati na tekst problema, kako bi se
odredile vazne 1 nevaZne varijable za rjeSavanje samog problema. Matematicko
modeliranje moZemo podijeliti obzirom na razliite pristupe matematickom
modeliranju. U ovome su radu navedeni 1 opisani empirijski, teorijski, simulacijski 1
dimenzijski pristup. Takoder, u radu se spominju 1 pristupi zadacima modeliranja u
nastavi. Navedena je 1 opisana standardna primjena te direktno 1 otvoreno

modeliranje.

Poglavljem pod nazivom ,Matematicko modeliranje u nastavi“ dan je
opceniti opis matematiCkog modeliranja 1 matematickog modeliranja u nastavi.
Navedeno je nekoliko definicija koje opisuju matematicko modeliranje u
obrazovanju te je objasnjen ciklus provedbe matematickog modeliranja u nastavi.

Opisani su 1 usporedeni pristupi matematiCkom modeliranju te pristupi zadacima



modeliranja u nastavi. Osim toga, prikazani su problemi vezani uz matematicko

modeliranje u procesu ucenja 1 poucavanja.

U drugom se poglavlju navode 1 pristupi poucavanju matematickog
modeliranja koji opisuju da je svrha matemati¢kog modeliranja kompetencija u
pronalazenju 1 rjeSavanju problema iz stvarnog svijeta. Takoder, spominje se da je
svrha matematickog modeliranja u konstruiranju novog ili rekonstruiranju postojeceg
znanja ucenika. Navodi se da digitalne tehnologije olakSavaju ucenicima rad s
osnovnim ra¢unskim operacijama ili jednostavnim problemima te otvaraju 1 vece
mogucénosti za prikazivanje slozenijih problema. Takoder, u ovom su poglavlju

spomenute brojne prednosti, ali 1 nedostaci matemati¢kog modeliranja u nastavi.

U poglavlju ,Matematicko modeliranje u razrednoj nastavi“ opisuje se
uvodenje matematickog modeliranja u razrednu nastavu, utjecaj matematickog
modeliranja na rani razvoj uCenika 1 utjecaj na stav ucenika prema matematici.
Navedene su prednosti, ali 1 nedostaci ili prepreke kod uvodenja matematiCkog
modeliranja u razrednu nastavu. U treCem se poglavlju spominje 1 priprema za

uvodenje matematickog modeliranja s u¢enicima.

Prema istrazivanju (English, 2010) spomenutom u odlomku ,Uvodenje
matematickog modeliranja u razrednu nastavu®, matematicko se modeliranje u
razrednu nastavu moze kvalitetno 1 korisno uvoditi na nacin da ucenici razvrstavaju
odredene predmete svoje okoline, prema razliitim atributima, koje si ucenici sami

zadaju.

Osposobljavanje 1 obrazovanje ulitelja smatra se vaznim u poducavanju
matematike, ali 1 matematickog modeliranja. U istrazivanju kod buducih ucitelja
razredne nastave (Dogan Temur, 2012) naglaSena je vaznost matematickog
modeliranja u nastavi. Isto tako, u spomenutom istraZivanju kod profesionalnog
razvoja ucitelja (Watters, English 1 Mahoney, 2004), zaklju€eno je da se promijenilo

1 poboljSalo razmis$ljanje ucenika u matematici.

Budué¢i da se medu nedostacima matematickog modeliranja spominje
nedostupnost i teSko pronalazenje zadataka, u tre¢em je poglavlju navedeno, opisano

1 objasnjeno deset zadataka koji se mogu primjenjivati u razrednoj nastavi.



2. MATEMATICKO MODELIRANJE U NASTAVI

Procesi kao $to su konstruiranje, obrazlaganje, predvidanje, nagadanje,
organiziranje podataka, kvantificiranje i sl. postaju sve vazniji procesi u zivotu
svakog Covjeka. Oni se odnose na matematicko modeliranje koje se u sve vise
zemalja uvodi u osnovnoskolsko obrazovanje. U ovom poglavlju govorit ¢emo o
definiciji pojma matematickog modeliranja 1 procesu matematickog modeliranja.
Opisati ¢emo pristupe matematickom modeliranju 1 objasniti ih. Govorit ¢emo o
problemima matematickog modeliranja u nastavi, ali i o prednostima i1 nedostacima
matematickog modeliranja u nastavi. Takoder, opisat ¢emo razna glediSta na
matematicko modeliranje u nastavi 1 navesti razli¢ite pristupe poucavanju

matemati¢kog modeliranja u nastavi.

2.1. Uvod u matemati¢ko modeliranje
Prije formiranja i izbora definicije matemati¢kog modeliranja, potrebno je
objasniti Sto je to matematicki model. Sama rije¢ ,,model* ima razli¢ito znacCenje
ovisno o kontekstu u kojem se ta rijeC promatra. Kada se govori o matemati¢kom
modelu ona poprima znafenje nekakvog uzorka ili obrasca koji se koristi za

rjeSavanje nekog matematickog problema (Apatic, 2016).

Postoje mnoge definicije matematickog modeliranja. U nastavku ¢emo
prouciti neke od danih definicija te objasniti za koju smo se 1 zaSto odlucili
Matematicko modeliranje definira se kao ,,postupak opisivanja realnog sustava
matematickim jednadzbama s ciljem razvoja i1 upotrebe matematickog modela za
kasnije analize, projektiranja i optimiziranja sustava za koji je model izraden*
(Magdi¢, 2011, str 1). Takoder, spominje se definicija koja opisuje matematicko
modeliranje kao ,,otkrivanje 1 testiranje matematickih prikaza ili modela stvarnih
predmeta ili procesa® (Apati¢, 2016, str. 5). Sljedeca definicija opisuje matematicko
modeliranje kao ,,sustav pomocu varijabli i jednadzbi, koje opisuju odnose medu
varijablama“ (Magdi¢, 2011, str 1). U viSe istraZivanja nailazimo na definiciju da
,matematicko modeliranje podrazumijeva put od realne situacije, koja se oblikuje u
matematicki zadatak, ¢ije rjeSenje daje rjeSenje realne situacije (Cindri¢, 2016, str.
52). Matematicko se modeliranje definira i kao ,,umjetnost ili proces konstruiranja

matematickog prikaza stvarnosti koji biljezi, simulira ili predstavlja odabrane
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znacajke 1ili ponaSanja tog modela stvarnosti koji se modelira® (Cai 1 sur., 2014, str.

149).

S obzirom na nedostatak pozornosti koja je posvecena matematickom
modeliranju u nastavi, teSko je pronaci ,najto¢niju” definiciju matematickog
modeliranja. U ovom ¢emo radu koristiti definiciju koja matematicko modeliranje
definira kao ,,interaktivni proces koji ukljuCuje otvoreni, stvarni svijet 1 prakticne
probleme koje wucenici povezuju s matematikom koriste¢i pretpostavke,
aproksimacije 1 viSestruke prikaze* (Stohlmann i1 Albarracin, 2016, str. 1). Ovu smo
definiciju izdvojili jer smatramo da matematicki najbolje 1 razumljivo prikazuje

matematicko modeliranje u nastavi.

Tu ¢emo definiciju koristiti 1 kako bismo lakSe objasnili zatvoreni krug
rjeSavanja zadatka koji ukljucuje matematicko modeliranje. Krug matematickog

modeliranja mozemo prikazati shematski (slika 1.).

Slika 1. Shematski prikaz matematickog modeliranja

L BN

N

’:33;'3’; Matematicki
problema problem
< y,
e
o
Rjesenje ‘\é"

matematickog
problema

Izvor: Cindri¢, M. (2016, str. 53). Problemska nastava i djeje strategije u nizim razredima osnovne

Skole. Preuzeto s https://hrcak.srce.hr/169560 (20.3.2019.)

Realni se problem, prema shematskom prikazu, modeliranjem zapisuje u
matematiCkom obliku. Takav matematicki problem rjeSavamo 1 njegovom
interpretacijom dolazimo do rjeSenja realnog problema. Usporedbom dobivenog
realnog rjeSenja 1 realnog problema provjerava se ispravnost logickog promisljanja.

RjeSavanje zadatka pomocu ovog shematskog kruga uklju¢uje matematicko
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modeliranje, ali 1 primjenu matematiCkih alata. Pretpostavka u ovakvim zadacima je
da je znanje u€enika na odredenoj razini. Kod uvodenja matematickog modeliranja u
pocetnoj nastavi matematike, od ucenika se ocekuje da imaju razvijene vjeStine

osnovnih matematickih operacija (Cindri¢, 2016).

Dogan Temur (2012) navodi da na pocetku ciklusa matematickog modeliranja
ucenik bira informacije 1 smislja proces modeliranja. U prvom se dijelu ciklusa nalazi
izgradnja modela prema situaciji koja se nalazi u stvarnom svijetu. Da bi se lakSe
razumio problem, potrebno je pojednostavljenje situacije te definiranje i imenovanje
klju€nih varijabli. Takoder, vazno je razlikovanje 1 traZenje povezanih i nepovezanih
informacija. U drugom se dijelu, prema Dogan Temur (2012), formira matematicki
model iz stvarnog modela, tako da se matematicki izraZzava povezanost srodnih
kvaliteta 1 njihovih obiljezja. Bitno je pojednostavljivanje te odabir matematickog
prikaza. Za koriStenje prikaza mogu se koristiti grafovi, tablice 1 sl. U treCem se
dijelu prikazuju vjestine rjeSavanja matematickih problema. Ono zahtijeva koriStenje
odredenih strategija otkrivanja, kao S§to su podjela problema unutar problema,
sortiranje slicnih problema te koriStenje matematic¢kog znanja za rjeSavanje samih
problema (Dogan Temur, 2012). U cetvrtom dijelu se interpretira matematicko
rjeSenje 1 rezultati te analizira samo rjeSenje. U posljednjem dijelu matematickog
modeliranja detaljno se analizira rjeSenje 1 vraca u proces modela kako bi se isto
detaljno provjerilo (Dogan Temur, 2012). Takoder, ispituje se odgovara li model
zadanom problemu te se izvrSava testiranje na stvarnim podatcima. Po potrebi se

model poboljSava i na kraju primjenjuje.

Varijable u modelu predstavljaju svojstva sustava. U modelu mogu postojati

razli¢ite vrste varijabli kao §to su:
- ulazne 1 izlazne varijable,
- zavisne 1 nezavisne varijable,
- varijable stanja,
- slu¢ajne varijable (Magdi¢, 2011).

Glavni cilj modeliranja nije uvijek rjeSenje problema, ve¢ moze biti 1

pojaSnjenje promatrane situacije 1 razjaSnjenje problema. Cilj modeliranja je



olakSavanje rjeSavanja problema u stvarnom svijetu te pomo¢ kod pronalaska
rjeSenja. U rjeSavanju zadanog problema naglaSavamo kako je bitno shvatiti da
postoje slicnosti izmedu razumijevanja problema, odnosno zadanog teksta 1 samog
problema. Kako bi se to¢no shvatio problem, prema Doyle (2006) 1 English (2012),
mozemo zaklju€iti da je vazno usredotociti se na tekst u cjelini umjesto na jednu ili

viSe kljuénih rijeci.

S ciljem rjeSavanja realnih problema, Borromeo Ferri (2006) dovrsila je
ciklus modeliranja koji je zapoceo kao model. Taj model se koristio u pocetku s
ucenicima u osnovnoj Skoli u rjeSavanju problema koji zahtijevaju zbrajanja 1
oduzimanja. Prema ciklusu modeliranja koji je razvila Borromeo Ferri (2006) (slika
2.), prva faza predstavlja mentalnu prezentaciju situacijskog modela koji treba biti
afirmiran na stvarnoj situaciji. Od ucenika se ocekuje da u ovoj fazi razumije
problem. Vazno je prvo razumijevanje cijelog problema, kao §to smo ve¢ spomenuli,
prije pocCetka rjeSavanja samog problema, koje ukljucuje i1 odabir 1 primjenu
aritmetickih operacija. U ovoj fazi, Borromeo Ferri (2006) navodi kako pojedinac
treba shvatiti problem doslovno i kriticki. Pomocu takvog razumijevanja ucenik
moze izvuci informacije iz teksta koje su eksplicitno navedene. Nadalje, za shvacanje
teksta Borromeo Ferri (2006) navodi kako je vazno uspostaviti vezu izmedu teksta i
stvarnog svijeta ucenika. Na taj se nacin olakSava shvacanje temeljnih informacija o
tekstu. Kritickim cCitanjem, ucenik Cita tekst postavljajuci pitanja o nedosljednim
mislima u tekstu, dogadajima, razlozima zbog kojih je tekst napisan 1 sl. U sljedecoj
fazi, bitno je biljezenje 1 organiziranje misli, usporedivanje istih, zakljucivanje,
vrednovanje 1 rjeSavanje problema. Tijekom trece faze u€enik izraduje matematicki
model s obzirom na stvarni problem (Borromeo Ferri, 2006). U tom procesu ucenik
koristi matematicke operacije i1 procese. Problem se tako pretvara u tablice, formule,
jednadzbe, brojke ili simbole. Slijedi rjeSavanje matematickog izraza, a zatim 1
posljednja faza procesa. Prema slici 2., posljednja faza vra¢a matematicki model u

realni model. U ovoj fazi dolazi do interpretacije 1 validacije (Borromeo Ferri, 2006).

Nastavno na to, Stohlmann 1 Albarracin (2016) navode kako postoji sedam

bitnih elemenata matemati¢kog modeliranja prema slici 2., a to su:
1. pocetak od realnog problema,

2. rad na kljuénim pitanjima,



3. razumijevanje problema s matematikom koji cesto ukljucuje

pretpostavke 1 aproksimacije,

4. osiguravanje da je matematika to¢na i da ima smisla u realnoj situaciji,

5. jasna usmena i pisana komunikacija koja €esto ukljucuje visSestruke
prikaze,

6. modeliranje kao interaktivni proces koji ukljucuje otvorene probleme,

7. promisljanje o koriStenoj matematici i modeliranju.

Sve te ideje ukljucene su u jednu aktivnost matematickog modeliranja.

Slika 2. Proces matematickog modeliranja

real mathe- 1 understanding
mode/l‘O matical the task

model 2 simplifiying/

o . ; structuring

e K—/% situation 3 mathematizing
real- 7 \model 4 4 working

situation 6 mathematically

thematical 5 interpretation
real 5 results 6 validation

results 7 presenting
Reality Mathematics

Izvor: Borromeo Ferri (2006, str. 87) Theoretical and empirical differentiations of phases in the
modelling process. Preuzeto s
https://www.researchgate.net/publication/225708294 Theoretical and empirical differentiations of
phases_in_the modeling process Zentralblatt fr Didaktik der Mathematik 382 86-95 (10.4.2019.)

Matematicko modeliranje se rijetko koristi u nastavi srednjih Skola, a jo§
manje u osnovnosSkolskom obrazovanju, ali pruza bogat izvor moguénosti za
razvijanje ovih vaznih procesa kod ucenika (English 1 Watters, 2004). Koristeci
matemati¢ko modeliranje, ucenici identificiraju osnovnu matemati¢ku strukturu
kompleksnih pojava. Matemati€¢ki se modeli viSe fokusiraju na strukturalne

karakteristike pojava kao Sto su uzorci, interakcije 1 odnosi medu elementima, a
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manje na povrSinska obiljezja kao $to su bioloska, fizicka ili umjetni¢ka svojstva. 1z
tog je razloga matematicko modeliranje mocan alat u predvidanju 1 rjeSavanju

kompleksnih sustava (English 1 Watters, 2004).

Valja napomenuti da matematicki modeli imaju posebno mjesto u znanosti,
ali 1 epistemoloSku vrijednost. Prema tome, matematicki modeli imaju posebno
mjesto u hijerarhiji modela (Cai 1 sur., 2014). Epistemoloska vrijednost je posljedica
ideje da je matematicko modeliranje nacin spoznaje. Matematicki model ima,
takoder, posebno mjesto u znanosti jer ono moze zauzeti mjesto izravnih nacina
spoznaje, odnosno eksperimenta. Dobar matematicki model smatramo 1
instrumentima poput matematickog njihala, ali i mikroskopa ili teleskopa, koji nam
omogucuju da vidimo elemente koji su prethodno nevidljivi ili sakriveni te nam
omogucuju da razumijemo ono §to ¢emo vidjeti. Posebno dobar matematicki model
mozemo smatrati onim s visokom razinom eksperimentalnog uspjeha. Takav model
cesto se prestaje smatrati ,,samo modelom®. Uslijed toga, taj model postize drugaciji
status u znanosti 1 njezinoj zajednici (Cai 1 sur., 2014). Primjeri takvih modela su
,Newtonovi zakoni za koje se ne koristi naziv kao §to je ,,Newtonov matematicki
model mehanike®. Takoder, za , Kvantnu mehaniku®, odnosno ,,Schrodingerovu
jednadzbu‘ ne koristimo naziv ,,Schrodingerov model subatomskog svijeta®. Svaki
ovaj primjer je zapravo matematicki model. Ti su modeli postigli najviSu razinu
epistemoloSke vrijednosti. Oni su postali nafin poznavanja, razumijevanja i

opisivanja (Cai i sur., 2014).

IzraZena je sve veca zabrinutost u vezi nedostatka ucenickog sudjelovanja u
matematici 1 znanosti. Mnogi autori navode kako su istrazivanja pokazala da niske
razine ucenickog sudjelovanja i uspjeha u matematici nisu nastale zbog nedostatka
njihove sposobnosti ili potencijala, nego zbog prakse u obrazovanju kojoj nedostaje
smisleno 1 visoko kvalitetno iskustvo ucenja. Takoder je pokazano da se pojavljuje
Sir1 raspon ucenika koji su sposobni, neovisno o godinama ili o razini postignuca u
Skolskoj matematici, sudjelovati u matematiCkom modeliranju. Kao posljedica se
navodi napredak u njthovom samopouzdanju, stavu prema matematici i
matematickom rjeSavanju problema (Doerr 1 English, 2003). Za pocetak, potrebno je

znati §to je matematicko modeliranje i §to ono podrazumijeva.



2.2. Pristupi matematickom modeliranju
Pregled istraZivanja 1 literature ukazuje na podjelu u kojoj se opisuju pristupi
matematickom modeliranju. Najc¢e$c¢e nailazimo na podjelu od Cetiri pristupa u koja
se ubrajaju empirijski, teorijski, simulacijski 1 dimenzijski pristup (Apati¢, 2016). U

daljnjem tekstu ¢emo detaljnije opisati i objasniti svaki od njih zasebno.

2.2.1. Empirijski pristup
Empirijski pristup matematiCkog modeliranja ukljuuje istrazivanje 1

ispitivanje zadanih podataka koji su vezani uz problem.

Pomocu raspolozivih podataka, empirijski se pristup temelji na konstruiranju
matematickih ovisnosti izmedu varijabli. U nastavi matematike moze se koristiti kod
utvrdivanja odnosa medu veli¢inama. Za ovakav pristup potrebni su relevantni
empirijski podatci (Apati¢, 2016). U ovom se pristupu Cesto prikazuju podatci u
koordinatnom sustavu kako bi se utvrdila funkcijska ovisnost izmedu zadanih
vrijednosti. Primjer ovakvih zadataka mozemo na¢i u zadacima uspostavljanja
eksponencijalne veze medu prikupljenim podacima za ucenike srednjih Skola.
Ovakvi se zadaci primjenjuju kod usvajanja nastavnog sadrzaja eksponencijalne ili

linearne funkcije. Primjer takvog zadatka, prema Apati¢ (2016) je:

Zadatak:

Pronadimo realnu funkciju £ koja najbolje modelira podatke iz tablice:

F(x) 1.90 | 251 3.31 437 5.76 760 | 10.03

Rjesenje:

Kako bi mogli govoriti o prirodi funkcije, potrebno je uvrstiti kvocijent feth)

fx)
tablicu. Tako dobivamo tablicu s vrijednostima:



X 0 1 2 3 4 5 6

f(x) 1.90 2.51 3.31 4.37 5.76 7.60 10.03
M 1.32 1.32 1.32 1.32 1.32 1.32

f)
Znamo da za svaku eksponencijalnu funkciju E (x) = y, - a* vrijedi da je E}(;g)l) =
za svaki x.
Kvocijenti ! ;JZ:;) su uvijek jednaki ili priblizno jednaki te razli¢iti od nule. Prema
tome, naSe podatke mozemo modelirati prema eksponencijalnoj funkciji. U ovom je
primjeru % =132=a, a y, =1.90. Dobivamo eksponencijalnu funkciju

E(x) = 1.90- (1.32)*.

Mozemo zakljuc¢iti da se u empirijskom pristupu nalaze zadaci koji od
ucenika zahtijevaju ve¢u koncentraciju. Kod ovog je pristupa u rjeSavanju zadataka
pozeljno vodstvo ucitelja. Obzirom da empirijski pristup zahtjeva, u vecini
postojecih zadataka, poznavanje grafova i1 funkcija, takav se pristup s tim sadrzajima

ne moze primjenjivati u razrednoj nastavi.

2.2.2. Teorijski pristup

Teorijski se pristup matematiCkom modeliranju koristi kada opisanu situaciju
mozemo povezati s matematickim pojmovima na temelju poznatih pretpostavki.
Pomocu takvog pristupa mozemo lako odgovoriti na pitanja koja nas zanimaju u vezi
opisane i1 zadane situacije. Kao primjer zadataka teorijskog pristupa modeliranju,
Apati¢ (2016) navodi uredivanje kemijskih reakcija. Ovakvi se zadaci Cesto susrecu
na satovima Kemije u sedmome i osmome razredu osnovne Skole, kao 1 u kemiji
tijekom srednjoskolskog obrazovanja. Za rjeSavanje ovakvih zadataka potrebno je,
primjerice znanje o reaktantima i produktima kemijskih reakcija, kao 1 zakonitosti
samih kemijskih reakcija. U vecini se sluCajeva odreduje koeficijent ispred
pojedinaénih spojeva u kemijskim jednadzbama. Prema Apati¢ (2016), primjer

takvog zadatka je:
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Zadatak:
Pomocu neke matematicke metode uredite sljedecu kemijsku jednadzbu.

H3P04 + Mg(OH)Z - Mg3(PO4)2 + HzO

Rjesenje:
Sustavom linearnih jednadzbi dolazimo do sljedeceg sustava:
2x + 2y = 2w
X =2z
4x +2y=8z+w
y =3z

Pretpostavimo da je z = 1. U takvom slucaju dolazimo do rjeSenja da je x = 2,

y = 31w = 6. Na ovaj smo nacin dobili trazenu jednadzbu koja glasi:
2H3P04 + 3Mg(0H)2 - Mg3(PO4)2 + 6H20

U ovom zadatku primjecujemo 4 linearne jednadzbe s 4 nepoznanice.
Mozemo zakljuciti da je kod teorijskog pristupa zadan problem o kojem ucenici
mogu razmi$ljati, postavljati pitanja 1 iznositi vlastite pretpostavke. Takoder,
primjec¢ujemo da u€enici mogu uvrstiti neki model za koji smatraju da je koristan u
rjeSavanju zadanog problema. Ukoliko primijenjeni model nije koristan, ucenici

mijenjaju model.

2.2.3. Simulacijski pristup
Simulacijski pristup matematiCkom modeliranju podrazumijeva stvaranje

scenarija utemeljenog na skupu pravila.

Takav se pristup koristi kada se moze opisati samo dio pojave na temelju
danih pretpostavki, a ne pojava u cijelosti (Apati¢, 2016). Ponekad je mogucée na

temelju toga spoznati cijelu situaciju. Ovaj se pristup Cesto moze pronaci u nastavi
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matematike u osnovnoj Skoli. U primjerima takvih zadataka ucenicima je zadan
vremenski period 1 jednaka koli¢ina prirasta ili smanjenja odredene varijable. Ucenici
pomocu simulacija, tablica ili grafikona lako dolaze do rjeSenja problema. Primjer

takvog zadatka, prema Apati¢ (2016) je:

Zadatak:

Farmer Marko bavi se uzgojem ovaca 1 ima ith ukupno 200. Marko svake godine
povecava stado ovaca za 20%. GodiSnje proda 50 ovaca. Kako ¢e se mijenjati broj

Markovih ovaca u stadu?
Rjesenje:

Ovakav zadatak mozemo zadati u€enicima u osnovnoj skoli kod obrade nastavnog
sadrzaja postotka. RjeSavanje ovakvog zadatka moZemo prikazati simulacijom.
Potrebno nam je izracunati koliko ¢e Marko imati ovaca nakon godinu dana, nakon

dvije godine i tako dalje. Ovakav nac¢in simulacije prikazan je pomocu tablice:

Godina Broj ovaca Povecanje Prodano Stvarni porast
0 200 40 50 -10
1 190 38 50 -12
2 178 36 50 -14
3 164 33 50 -17
4 146 29 50 -21
5 126 25 50 -25
6 101 20 50 -30
7 71 14 50 -36
8 35 7 50 -43

Prema navedenom zadatku, zaklju¢ujemo da je simulacijski pristup moguce
koristiti 1 u razrednoj nastavi. Budu¢i da zadaci simulacijskog pristupa mogu
zahtijevati poznavanje samo osnovnih matemati¢kih operacija, ucitelji mogu iste
osmisliti vezane uz individualno okruzenje u€enika i na taj na¢in ucenika dodatno

pribliziti problemu.
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2.2.4. Dimenzijski pristup

Kod dimenzijskog pristupa matematickom modeliranju, s obzirom na mjerne
jedinice, uspostavljaju se odnosi medu vrijednostima (Apati¢, 2016). Ovakav pristup
¢esto nalazimo u zadatcima vezanim uz fiziku u sedmom 1 osmom razredu osnovne

Skole te u srednjoj Skoli.
Primjer ovakvog zadatka, prema Apati¢ (2016) je:

Koja funkcija opisuje brzinu istjecanja neke tekucine kroz malu rupu na stjenci

posude, pod pretpostavkom da je brzina v[™/g] ovisna o visini otvora do povrSine

tekucine h[m] i ubrzanju g [m/sz]?
Rjesenje:
Za rjeSavanje ovakvih zadataka pretpostavljamo da postoji niz konstanti:

— L. A.pB ; M _ MNA B
v=k-g*-h® i S = (52) m”.
Odgovarajuci eksponenti nam daju sustavu kojemje A+ B =1124=1.

1

Iz toga dobivamo da je A = B = -

Zakljuéno s tim, moguéi model je v = k - \/g - h. Uzmimo da je k = /2.

Trazena funkcijajev =,/2-g - h.
Ovakva nam je funkcija u fizici poznata pod nazivom Torricellijev zakon.

U dimenzijskom pristupu potrebno je poznavanje mjernih jedinica i odnosa
medu njima. Budu¢i da se neke mjerne jedinice obraduju u razrednoj nastavi,
smatramo da je moguce osmisliti zadatke koji su povezani uz poznate mjerne
jedinice. Na taj bi se nacin, dimenzijski pristup mogao uvesti i u razrednu nastavu, uz

koriStenje njima primjerenih zahtjeva.

MozZemo zakljuciti da se matemati¢ko modeliranje moZe podijeliti na Cetiri
razli¢ita pristupa. Kod empirijskog pristupa zadaci zahtijevaju vecu koncentraciju
ucenika, poznavanje grafikona 1 funkcija, a pozeljno je 1 vodstvo ucitelja. Kod

teorijskog je pristupa zadan problem o kojem ucenici mogu razmisljati, postavljati
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pitanja 1 iznositi vlastite pretpostavke, a u rjeSavanje zadataka mogu uvrStavati
gotove modele 1 mijenjati th. Simulacijski je pristup moguce koristiti u razrednoj
nastavi, budu¢i da zadaci mogu zahtijevati poznavanje samo osnovnih matematickih
operacija. Kod dimenzijskog je pristupa potrebno poznavanje mjernih jedinica i1

odnosa medu njima.

Buduc¢i da se u empirijskom pristupu od ucenika ocekuje poznavanje grafova
1 funkcija, smatra se da on nije primjenjiv u razrednoj nastavi. Takoder, teorijski se
pristup oslanja na rjeSavanje opisane situacije koja u vecini slu¢ajeva ima malo
matematickih izraza i konkretnih brojeva. 1z tog razloga smatramo da se ni teorijski
pristup ne moze primjenjivati u razrednoj nastavi. Budu¢i da se kod simulacijskog
pristupa zadatak moZe prikazati vizualno, pomocu tablice 1 moZe zahtijevati
poznavanje samo osnovnih operacija koje ucenici naufe u razrednoj nastavi,
smatramo da je simulacijski pristup primjenjiv u razrednoj nastavi. Takoder,
smatramo da se dimenzijski pristup moze uvoditi u razrednu nastavu ukoliko su

ucenici savladali osnovne mjerne jedinice i njihove odnose.

2.3.Tri pristupa zadacima modeliranja u nastavi
Gusi¢ (2011) navodi kako se u razredu moze razli€ito pristupiti zadatcima
modeliranja. Navodi da se razlika u pristupu zadatcima pokazuje u ciljevima 1 u
izvedbi. Spominju se standardna primjena, direktno modeliranje 1 otvoreno
modeliranje kao tri najéeS¢a pristupa zadatcima modeliranja u nastavi koja ¢emo u

nastavku detaljnije objasniti.

2.3.1. Standardna primjena

Ucenici u rjeSavanju zadataka standardne primjene matematickog modeliranja
to€no znaju koji nauCeni model trebaju primijeniti. Primjenjuju¢i taj model u
kontroliranim uvjetima, ucenici uce svojstva tog modela te svojstva zadane situacije
koju je model dobro rijeSio (Gusi¢, 2011). U ovakvim zadatcima ucenici imaju
zadani model u koji trebaju prevesti zadatak u matematicke izraze 1 operacije. Bitno
je da ucenici u ovakvim zadacima ne brzaju i1 da znaju obrazloZiti zasto je rjeSenje
takvo te znaju objasniti postupak kojim su dosli do rjeSenja. Takoder, pomocu ove
primjene moZemo razgovarati s uenicima o nemogucim ili nelogi¢nim situacijama.

Ovakva primjena matematickog modeliranja pokazala je veliki postotak u analizi
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rjeSivosti zadataka. Standardna primjena modeliranja vrlo je vazna jer pomocu nje
u¢imo ucenike razli¢itim modelima. Ucenici dolaze do zakljucka kako trebaju biti
oprezni u primjeni tih modela te otkrivaju kako th mogu poboljsati. Takoder, korisno
je da ucenici sami stvaraju i1 smisljaju svoje modele te ih obrazlazu. Vazno je da

znaju zaSto su izabrali te modele 1 za njih daju kriticki osvrt (Gusi¢, 2011).

Gusi¢ (2011) navodi kako se zadaci standardne primjene modeliranja mogu
pronaci u zadacima drZzavne mature, kao 1 opCenito u nastavi. Kao jedan od primjera,
Gusi¢ (2011) navodi zadatak s posudicom leda koji se moze uvesti u 7. 1 8. razredu

osnovne Skole.
Zadatak:

U posudici u kojoj se smrzava voda nastaje led oblika kvadra dimenzija 3.5
cm X 3 cm X 2 cm. Pri smrzavanju se obujam vode poveca za 5%. Koliko je vode

potrebno za jedan takav oblik leda?

Kod ovog je zadatka potrebno razumijevanje pojmova obujma i postotka. Ucenik

treba znati kako izraCunati obujam vode i1 shvatiti da je rezultat postotka nakon

smrzavanja. Prema tome, ucenik treba prvo izraCunati obujam koji iznosi:
V =3.5cm X 3cm X 2cm = 21cm3

Kako bi ucenik dobio rezultat postotka, §to oznacava kao rezultat nakon smrzavanja,

pocetni volumen oznacava kao V. Pocetni se volumen, V, povecava za 5%. Rezultat

postotka iznosi navedenih 21cnr’. Iz toga zaklju€ujemo da je to¢no rjesenje zadatka:

21cm3
1.05

1.05V = 21cm3 iz Gegaje V = = 20cm3.

Buduc¢i da se ovaj zadatak oslanja na kljucne rije¢i, u ovome zadatku ,,poveca za*, on
nije zadatak pravog matematickog modeliranja. Ovaj zadatak viSe pripada obi¢nim

tekstualnim zadacima.

2.3.2. Direktno modeliranje

Kod direktnog modeliranja, ucenici sami biraju neki od naucenih modela
rjeSavajuci pritom realni problem. Kao predznanje ovom obliku modeliranja, uc¢enici
trebaju znati koje su modele naucili, kada se oni primjenjuju i1 kako izabrati

odgovaraju¢i. U ovakvim je zadatcima korisno da ucenici osmisle strategiju
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rjeSavanja problema. Na pocetku je bitno da ucenik odlu¢i kako ¢e krenuti. U
nastavku rjeSavanja zadatka, bitno je stalno kontrolirati dobivene rezultate te
provjeravati dovode li rezultati rjeSenju zadanog problema. Za rjeSavanje ovakvih
zadataka matematickog modeliranja vrlo je vaZzna primjena tehnologije. MoZemo
zakljuciti da je u ovakvim zadatcima cilj najucinkovitije do¢i do rjeSenja. Kako bi se
izbjegle moguce greSke 1 ubrzalo racunanje, korisno je upotrijebiti tehnologiju koja
je pristupa¢na u€enicima (Gusi¢, 2011). Takoder, tu tehnologiju mozemo koristiti 1
za organiziranje primjera modela koji nam otkrivaju pravilnosti. Isto tako,
tehnologiju mozemo koristiti za provjeravanje tocnosti modela u sli¢nim situacijama

1 problemima.

Gusi¢ (2011) za direktno modeliranje spominje primjer zadatka za ucenike

srednjih Skola:

Projektil je koso ispaljen iz tocke na nadmorskoj visini od 50 m 1 krece se po
paraboli. Nakon §to je horizontalno udaljen 2 km, postize nadmorsku visinu od 610
m. Nakon sljede¢a 2 km nalazi se na nadmorskoj visini od 530 m. U trenutku kada
projektil dostize svoju maksimalnu visinu, 500 m iznad njega leti helikopter. Na

kojoj se nadmorskoj visini u tom trenutku nalazi helikopter?

U ovom =zadatku, ucenici trebaju prepoznati da se trazi funkcijska parabola
y=ax?+bx+c
Ako se pretpostavi da horizontalna udaljenost u kilometrima predstavlja vrijednost x,

a y dostignutu visinu u metrima, to¢ke na paraboli su: (0,50), (2,610), (4,530).

Jednadzba parabole u tom slu¢aju glasi: y = —80x? + 440x + 50. Maksimalna
visina, kao 1 maksimalna vrijednost funkcije, prema ovoj jednadzbi iznosi 655 m.
Prema  tome, ucCenik moze  izraCunati  visinu  helikoptera  kao:

Ymaks T+ 500 = 655+ 500 = 1155 m

Direktno se modeliranje razlikuje od ostalih oblika modeliranja prema tome
Sto uCenik bira izmedu ve¢ poznatih modela, koji ¢e model primijeniti u zadanom
problemu. MoZemo zakljuciti da je direktno modeliranje za ucenika teze od vec
spomenute standardne primjene. U zadanom problemu nije zadan model po kojem
ucenik treba raditi, ve¢ ga ucenik treba sam izabrati 1 istraziti te ga pravilno

primijeniti.
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2.3.3. Otvoreno modeliranje

Ovakav se oblik modeliranja najmanje susree u nastavi. U tom obliku
ucenici samostalno rjeSavaju realne probleme. Za ovakve zadatke 1 nacin rjeSavanja,
potrebno je dovoljno vremena kojeg u nastavi obicno nema. Ova se vrsta zadataka
daje uCenicima kao samostalni zadatak ili kao grupni projekt. Najcesce se ovi zadatci
rade za domacu zadacu. Projekti ipak sve viSe ulaze u nastavu, ali je upitna njihova
pripadnost ovom obliku modeliranja jer trazi od ucenika da ispitaju valjanost
nau¢enog modela. Takvi zadatci ipak imaju zajedniCko pisanje izvjeSéa 1
obrazlozenja kao 1 zadatci otvorenog modeliranja. Kod otvorenog modeliranja, u
izvjes¢ima 1 obrazloZenjima, ucenici trebaju dati obrazloZenje modela, re¢i zaSto su

taj model izabrali te ga usporediti s drugim modelima (Gusi¢, 2011).

Otvoreno se modeliranje rijetko koristi u nastavi jer ucenici trebaju sami
smi$ljati model po kojem c¢e rijesiti problem. Ucenici trebaju sami odrediti koja je
varijabla za njih najvaznija, §to ¢e utjecati na njihov rezultat te kako ¢e do¢i do
rjeSenja. Buduci da ne postoji jedinstveno i to¢no rjeSenje, otvoreno je modeliranje
najtezi od navedena tri pristupa zadacima modeliranju u nastavi. Takoder, u
proucavanoj dostupnoj literaturi nije pronaden niti jedan zadatak otvorenog

modeliranja pogodan za razrednu nastavu.

2.4. Problemi matematickog modeliranja u nastavi

Problemi matemati¢kog modeliranja Cesto se svrstavaju prema tzv. modelu
crne kutije 1 modelu bijele kutije. Govorimo o modelu crne kutije kada su veze medu
varijablama nepoznate. Poznato je da ¢e model biti to¢niji Sto je viSe poznatih veza
medu varijablama, tada govorimo o modelu bijele kutije (Magdi¢, 2011). Motivacija
je nezamjenjivi dio matematickog modeliranja. Budu¢i da su ucenici nauceni da uz
tradicionalan na¢in poucavanja ne razmisljaju kriticki na probleme 1 ne susrecu se sa
stvarnim problemima, dolazimo do problema matematickog modeliranja u kojem se
spomenuta motivacija smanjuje 1 zanemaruje. Takoder, ucenicima je potrebno
odredeno predznanje za rjeSavanje ovakvih zadataka. Mozemo zakljuciti da su takvi
zadaci u€enicima tezi pa im je prema tome potrebno viSe vremena za rjeSavanje.
Ucenici su, kao 1 ucitelji, ograniCeni odredenim vremenom u nastavi. Prema

kurikulumu (Ministarstvo znanosti 1 obrazovanja, 2019), matematiCkom je
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modeliranju u nastavi namijenjeno premalo ili nimalo vremena. S obzirom na
nedostatak vremena za matematicko modeliranje, ucitelji izbjegavaju matematicko
modeliranje u nastavi (Kang i Noh, 2012). Ucitelji, takoder, nisu dovoljno educirani
za izradu, provodenje, kao ni asistiranje 1 pomaganje ucenicima u rjeSavanju
zadataka matematickog modeliranja (Kang i Noh, 2012). Uz nedostatak edukacije 1
iskustva ucitelja u izradi zadataka matematickog modeliranja, pojavljuje se 1 problem
pronalaZenja to¢nih, valjanih 1 primjenjivih gotovih zadataka. UCcitelji se cesto
susrecu s problemskim zadacima koji su lazno 1 netocno predstavljeni kao zadaci
matematickog modeliranja. Jedan primjer takvih zadataka smo ve¢ spomenuli u
standardnoj primjeni matematickog modeliranja u razrednoj nastavi. Zadatak s
posudicom leda spominje se kao primjer zadatka standardne primjene matematickog

modeliranja, a zapravo spada u tekstualne zadatke s klju¢nim rijec¢ima.

2.5. GlediSta na matemati¢ko modeliranje u nastavi i uenju
Unato¢ povec¢anom zanimanju za matematicko modeliranje, velik broj pitanja
ostaje bez odgovora. Blum (1994) je istaknuo da postoji ,,znatan jaz* izmedu
vodeceg podrucja istrazivanja i razvoja u matematickom obrazovanju s jedne strane 1
struke nastave matematike s druge strane. Vazno je prouciti poducavanja i ucenja
matematickog modeliranja iz sljedeca cCetiri glediSta: matematickog, kognitivnog,

kurikularnog 1 obrazovnog gledista.

2.5.1. Matematicko glediste

Svijet matematike i svijet matematickog obrazovanja medusobno djeluju, ali
se ne preklapaju kada medusobno komuniciraju o matematickom modeliranju (Cai 1
sur., 2014). Uzimaju¢i usporedni primjer, istrazivanje matematickog dokaza
pokazalo je da ucenici 1 nastavnici imaju razlicite koncepcije u usporedbi s onima
koje imaju znanstvenici. Sli¢no tome, pojam matemati¢kog modeliranja u Skolskoj
matematici razlikuje se od nacina na koji ga razumiju istrazivai matematickog
modeliranja. Zapravo, Cai 1 sur. (2014) isticu da je jedan od najve¢ih izazova u
poducavanju i u¢enju matemati¢kog modeliranja “konceptualna zamucenost” u tome
§to se smatra modeliranjem. Cak ni istraZivadi koji veé dugo provode istraZivanja o
matematiCkom modeliranju nisu postigli dogovor o procesima modeliranja 1

konceptualizaciji matematickog modeliranja (Cai i sur., 2014). Vazno je napomenuti
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da se matematicko modeliranje prakticira 1 u prirodnim znanostima, inZenjerstvu,
poslovanju, ekonomiji, druStvenim znanostima te u gotovo svim istrazivackim

podru¢jima.

S obzirom na nedostatak pozornosti koja je posveéena matematickom
modeliranju u nastavi, posebno u programima obrazovanja ucitelja matematike, nije
teSko zamisliti da mnogi nastavnici matematike postavljaju pitanje: “Sto je
matematicko modeliranje?*. Kratak opis matematickog modeliranja 1 ¢injenica da se
opis pojavljuje samo unutar visokih Skolskih standarda, vjerojatno pridonosi
konfuziji ucitelja. Daljnja konfuzija se pojavljuje kako se nastavnici susrecu s
literaturom koja koristi termin "model" i unutar i1 izvan konteksta "matematickog

modela" (Cai i sur., 2014).

2.5.2. Spoznajno, kognitivno glediSte

Kako bi se poboljsalo ucenje ucenika, potrebno je razumjeti razvojni status
njthovog misljenja 1 rasudivanja. Znanje ucitelja o razmisljanju uc¢enika ima znacajan
utjecaj na njihovo poucavanje u razredu, a time i na uc¢enje ucenika (Cai i sur., 2014).
lako se zna mnogo o kognitivnim procesima rjeSavanja matematickih problema
ucenika, nije poznato mnogo o tome kako wucenici pristupaju problemima
matematickog modeliranja (Borromeo Ferri, 2006). Neki su istrazivaci teoretizirali
da ucenici posjeduju mentalne modele koji povezuju matematiku 1 stvarni svijet
(Borromeo Ferri, 2006). Iako se malo istrazivaca slaze s temeljnim kognitivnhim
znaCajkama matematiCkog modeliranja, postoji odredeni dogovor koji odreduje da
proces prelaska iz problema izvan matematike na njegovu matematicku formulaciju
u matematickom modeliranju zapo€inje formuliranjem istrazivackih pitanja (Cai 1

sur., 2014).

Cai 1 sur., (2014) navode kako su provedena neka istrazivanja koja su se
uglavnom usredotocila na odredivanje nacina na koji u¢enici grade model i1 stoga su
se usredotocCili na takozvanu “fazu formuliranja”. Oni su vizualizirali ovaj proces
izgradnje modela s dijagramima kroz koje je graficki prikazano nekoliko koraka
modeliranja pojedinaca. SrediSnji rezultat njihovog istrazivanja bio je taj da je
izgradnja modela vrlo slozena aktivnost za pojedince. Buduc¢i da su samo istraZivali
sveuciliSne studente, nije bilo empirijskih dokaza o kognitivnim procesima ucenika

osnovnih 1 srednjih skola (Cai i sur., 2014).
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Takoder, Cai 1 sur. (2014) spominju istrazivanje kojem je bilo cilj
identificirati ,,blokade* koje ucenici s Cetrnaest i petnaest godina dozivljavaju
tijekom modeliranja te istaknuti da je cjelokupni proces modeliranja viSe cikli¢an
nego linearan. Istrazivanja pokazuju vaznu ulogu metakognitivnih aktivnosti tijekom

modeliranja (Cai i sur., 2014).

Sredi$nji rezultat sljedecih istrazivanja, koje spominju Cai 1 sur. (2014), bio je
dokaz rekonstrukcije ,,individualnih putova modeliranja®“ ucfenika pri izvodenju
aktivnosti matematickog modeliranja u ucionici. Rezultati istraZivanja pokazali su da
matematicki stilovi razmiSljanja imaju snazan utjecaj na ponaSanja ucenika kod
matemati¢kog modeliranja 1 nastavnika s obzirom na njthovu usmjerenost na

“stvarnost” 1 “matematiku” (Borromeo Ferri, 2010).

Cai 1 sur. (2014) spominju klasifikaciju pet srediSnjih perspektiva

modeliranja, s glavnim fokusom na ciljeve namijenjene modeliranju u nastavi:

- realisti¢no ili primijenjeno modeliranje,
- kontekstualno modeliranje,

- obrazovno modeliranje,

- druStveno-kriticko modeliranje 1

- epistemolosko modeliranje.

Ove teorijske perspektive shvacaju se kao perspektive istrazivanja. Cai 1 sur.
(2014) navode kako je ova klasifikacija uglavnom rezultat opseznih rasprava
medunarodnih istrazivaca tijekom nekoliko europskih konferencija unutar grupe
,Matemati¢ko modeliranje 1 primjena“. Kognitivno modeliranje opisano je 1 kao
meta-perspektiva, jer se usredotoCuje na specificne ciljeve istrazivanja, a ne na
ciljeve poucavanja modeliranja. Ciljevi istrazivanja kognitivhog modeliranja su
opisivanje 1 razumijevanje kognitivnih procesa ucenika tijekom aktivnosti
modeliranja (Cai 1 sur., 2014). Rezultati empirijskih istrazivanja pruzili su vise
znanja o kognitivnim procesima tijekom modeliranja, posebno u pogledu
potencijalnih barijjera. Kada se promatraju razliciti ciklusi modeliranja, prema
Borromeo Ferri (2006), uglavnom se radi o ciklusu modeliranja u sedam koraka kao
temel;j ili instrument za analizu kognitivnih procesa. Izgradnja situacijskog modela ili
mentalne prezentacijske situacije vrlo je individualan proces, jer treba shvatiti

problem 1 vizualizirati situaciju (Borromeo Ferri, 2010).
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Unutar kognitivnih glediSta modeliranja daje se dodatna karakterizacija
takvih gledista na temelju nekoliko studija koje je provela Borromeo Ferri. Ako se
modeliranje razmatra pod kognitivnim glediStem, fokus je na individualnim
procesima razmiSljanja koji se izrazavaju uglavnom kroz odredene verbalne 1
neverbalne radnje u kombinaciji s pisanim rjeSenjima tijekom aktivnosti modeliranja

pojedinaca (ukljucujuci ucitelje) (Borromeo Ferri, 2010).

2.5.3. Kurikularno glediste

Povijesno gledano, u svijetu je promjena kurikuluma promatrana 1 koristena
kao ucinkovit na¢in za promjenu prakse u uc¢ionici i utjecanje na ucenje ucenika kako
bi se zadovoljile potrebe svijeta koji se stalno mijenja (Cai 1 sur., 2014). Pritom
matematicko modeliranje obi¢no nije zasebna cjelina, niti postoje odvojeni udzbenici

za matematicko modeliranje u nastavi (Cai 1 sur., 2014).

Cai 1 sur. (2014) navode kako se kurikulum moze smatrati formalnom
dokumentacijom koja odreduje Sto se treba poducavati i1 uliti te kao takvo sadrzi
epistemologiju s povijesnim prioritetom. Medutim, moguce je proSiriti razmatranje
kurikuluma ne samo fokusiranjem na ono za §to je namijenjen, nego i na ono $to se
provodi i1 Sto se postize. Matematika bi pomoc¢u kurikuluma trebala postati nesto
jedinstveno definirano za svakog pojedinca kroz matematiCku aktivnost u kojoj
sudjeluje (Cai 1 sur., 2014). Uzimaju¢i sociokulturni pogled, matematika, njezino
poucavanje 1 ucenje mogu se razmotriti kao medusobni odnos s razrednom
zajednicom u kojoj ucitelji 1 u€enici Zive 1 uce (Cai 1 sur., 2014). U povezivanju
ljudske aktivnosti s matematikom kao disciplinom, za modeliranje se kao

matemati¢ku praksu nastoji pronac¢i mjesto (Cai i sur., 2014).

Borba (2009) spominje sinergije izmedu modeliranja 1 digitalnih tehnologija
u kojima raspravlja o tome kako se modeliranje moze transformirati tehnologijom,
gdje se ucenici mogu osloboditi ratunanja i1 usredotociti se na probleme koji se ne
mogu rjeSavati ako digitalne tehnologije nisu dostupne. Ovakav pristup pokazuje
jasnu mogucénost nacina na koji je inverzija redoslijeda tema koje se predaju u
kurikulumu moguca zbog koriStenja tehnoloskih alata za modeliranje (Cai 1 sur.,
2014). Daljnja gledista koja bismo mogli istraZiti usredotoCena su na modeliranje
radnika u ustanovama izvan Skole. Matematika u opéem obrazovanju moZe se uciti iz

aktivnosti na radnim mjestima. Rad se, na radnom mjestu u kojem je vazna
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matematika, Cesto oslanja na relativno jednostavnu matematiku ugradenu u slozene
situacije. SloZenost situacija s kojima se radnici suo¢avaju je znatna, ali je, naravno,
sastavni dio njihovog svakodnevnog zivota, pa stoga u svom radu cCesto ne

prepoznaju da ono $to rade ukljuuju matematiku vopce (Cai 1 sur., 2014).

2.5.4. Obrazovno glediste

lako kurikulumi mogu pruziti u¢enicima moguénost ucenja matematickog
modeliranja, pou€avanje u razredu ¢ini vjerojatno najvazniji utjecaj na ono Sto
ucenici zapravo ufe o modeliranju. Dakle, kvaliteta nastave je u velikoj mjeri
odgovorna za uspjeh 1 napor u€enika u u¢enju matemati¢kog modeliranja (Cai i sur.,
2014). Uz posvecivanje odredenog vremena zadacima matematickog modeliranja,
nastavnici trebaju odluciti koje aspekte zadatka treba istaknuti, kako organizirati i
voditi rad ucenika, koja pitanja postaviti 1 kako podrzati u¢enike bez preuzimanja
procesa razmiSljanja umjesto njih te na taj nacin eliminirati izazov. Slijedom toga,
potrebno je razmotriti kako se mogu olaksSati produktivne rasprave o aktivnostima

modeliranja (Cai i sur., 2014).

Dok poducavanje matematiCkim modeliranjem dijeli mnoge karakteristike
kvalitetne nastave i u€enja iz matematike, istodobno, ona ukljucuje niz praksi koje
nisu dio tradicionalne ucioni¢ke nastave matematike. Pristupi modeliranju nastave
mogu ukljucivati tradicionalne metode ili se mogu temeljiti na inovativnim
nastavnim praksama kao S$to su metode istrazivanja, grupno ucenje i koriStenje
digitalnih tehnologija. Priroda nastave u matematickom modeliranju varira ovisno o
mnogim ¢imbenicima, ukljuujuci: razinu obrazovanja, nacionalni kontekst, namjeru
1 ocekivanje nastavnog programa, vrstu zadataka modeliranja 1 dostupnost nastavnih
resursa. Zakelj (2015, str 110) navodi kako ,proces modeliranja zna¢i dublje
promisljanje o matematickom znanju®. Takoder, spominje kako se kod ,,modeliranja
linearne veze izmedu danih vrijednosti promislja o linearnoj funkciji, a kod
modeliranja eksponencijalne veze dublje promisljamo o eksponencijalnoj funkciji

(Zakelj, 2015, str. 110).

Modeliranje zadataka na kojima se temelji pouka mozZe se izvuci iz niza
situacija u stvarnom zivotu, ukljucujuéi industriju 1 radno mjesto, drustvena i

politicka pitanja ili svakodnevni zivot (Cai 1 sur., 2014).

22



2.6. Pristupi pouc¢avanju matematickog modeliranja

Svrha modeliranja s obrazovnog glediSta moze se smatrati kao cilj sam po
sebi ili kao metoda za postizanje cilja konstrukcije znanja matematike (Cai 1 sur.,
2014). Prva svrha temelji se na pretpostavci da je sposobnost modeliranja 1
pronalazenja rjeSenja, za zivotne situacije, kompetencija koja moze sluziti pojedincu
u svakodnevnom zivotu i1 na radnom mjestu. Druga svrha je postignuta kada
pojedinac konstruira novo znanje ili rekonstruira znanje koje je ve¢ stekao (Van Den
Heuvel-Panhuizen, 2003) kada se bavi procesom modeliranja. Kako modeliranje
zahtijeva koriStenje prethodno ste€enih matematickih znanja na razli¢ite nacine, ona
promice fleksibilan 1 prilagodljiv na¢in razmiSljanja u odnosu na koriStenje
matematickih kompetencija. 1zazovni problemi modeliranja, medutim, zahtijevaju
prisvajanje novih matematickih Cinjenica, vjestina i1 procesa, Sto zahtijeva izgradnju

novog znanja (Cai i sur., 2014).

Cai 1 sur. (2014) navode razliCite pristupe poucavanju matematickog

modeliranja:

- Odvajanje u kojem su matematika 1 modeliranje odvojeni u razliitim
predmetima;

- Mijesanje u kojem se novo-razvijeni matematicki koncepti 1 metode
aktiviraju prema aplikacijama 1 modeliranju, iako se nuzna matematika
identificira od samog pocetka;

- Integrirani kurikulum za matematiku gdje se identificiraju problemi iz
stvarnog zivota, a matematika potrebna za njihovo rjeSavanje razvija 1 uvodi
naknadno;

- Interdisciplinarno integrirano koje djeluje s potpunom integracijom izmedu
matematike 1 izvan matematiCkih aktivnosti gdje matematika nije

organizirana kao poseban predmet.

Dok su ti pristupi pouc¢avanju u matematickom modeliranju razli€iti, oni se ne
bi trebali smatrati medusobno isklju¢ivima, nego bi ih trebali izabrati ucitelji koji pri
planiranju nastave odabiru kako Zele da poucavanje odrazava njihovu namjeru. Ovaj
izbor e utjecati na nacin na koji dizajniraju zadatke modeliranja (Cai 1 sur., 2014).
OsmiSljavanje zadataka takoder je uokvireno moguénostima 1 ograni¢enjima

obrazovnih sustava 1 okolnostima u S$koli. Zadaci se mogu prosiriti slozenim
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problemima modeliranja u kooperativnim, samo usmjerenim obrazovhim
okruZenjima (Blomhej 1 Hoff Kjeldsen, 2006) do viSe ograniCenih inaCica zadataka

modeliranja ugradenih u tradicionalni nastavni program (Cai 1 sur., 2014).

Priroda dizajniranja zadataka modeliranja, medutim, postaje sve sloZenija
kada se digitalne tehnologije uvedu u raspon resursa dostupnih ucenicima 1
nastavnicima. Istrazivanje uloge digitalnih tehnologija u podrzavanju matematickog
modeliranja pokazuje da slozeniji problemi modeliranja postaju dostupni ucenicima
(Geiger, Faragher 1 Goos, 2010), ali uspjeSna provedba tehnoloskih ,aktivnih*
zadataka modeliranja uvelike ovisi o strucnosti 1 povjerenju nastavnika, kao 1 njihova

uvjerenja o prirodi u¢enja matematike (Cai 1 sur., 2014).

2.7.Prednosti i nedostaci matematickog modeliranja u nastavi

Da bi matematika ucenicima bila smislena, provodenje aktivnosti
matematickog modeliranja u ranim Skolskim godinama je nuzno (English, 2010).
Bogatstvo iskustava u matematickom modeliranju pruza ucenicima priliku da se
uklju¢e u zadatke koji odgovaraju trenutnom konceptualnom razumijevanju, a
istovremeno pruzaju mogucnosti za izazove i rast. (Asempapa, 2015). Uz sve
prednosti matematickog modeliranja, poznati su 1 nedostaci 1 izazovi u
matematicCkom modeliranju. U nastavku ¢emo spomenuti neke od prednosti i

nedostataka matematickog modeliranja u razrednoj nastavi.

2.7.1. Prednosti matemati¢kog modeliranja u nastavi

Zadaci matematickog modeliranja omogucuju ucenicima da shvate vaznost 1
korisnost matematike za pojedince kao 1 za drustvo. Matematicko se modeliranje sve
viSe prepoznaje kao moc¢no sredstvo ne samo za promicanje razumijevanja ucenika o
Sirokom rasponu kljuénih matematickih i1 znanstvenih koncepata, ve¢ 1 da cijene
potencijal matematike kao kritickog alata za analizu vaZnih pitanja u njithovim
zivotima, zajednicama 1 druStvu opcenito (English, 2010). Istrazivanja su pokazala da
ucenici osnovnih 1 srednjih Skola vrednuju vaznost 1 korisnost matematike razvijajuci
1 konstruiraju¢i vlastite matematicke modele kroz stvaranje smislenih scenarija o
problemima u njihovoj stvarnosti (Asempapa, 2015). Kroz matemati¢ko modeliranje
ucenici prepoznaju ljepotu matematike i vide njezinu vrijednost i1 korisnost (English,

2010). Stoga, matematicko modeliranje motivira 1 podupire zanimanje ucenika za
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matematiku. Upotreba matematickog modeliranja u u¢ionicama uglavnom eliminira
pitanja uc¢enika u vezi s tim je li tema dobra. Istrazivanja su pokazala da matematicko
modeliranje poti¢e u€enike na razumijevanje Sirokog raspona vaznih matematickih
pojmova (Asempapa, 2015). Aktivnosti matemati¢kog modeliranja ucenicima
stvaraju mogucnosti da percipiraju matematiku kao korisnu i primijenjenu, a ne
apstraktnu 1 izoliranu (Asempapa, 2015). Matematicko modeliranje ukljucuje 1
podrzava interes ucenika za matematiku 1 ¢ini matematiku smislenijom 1
relevantnijom (English 1 Watters, 2004). Osim toga, modeliranje pruza snazne i
ucinkovite na¢ine kako pomo¢i u¢enicima da postanu bolji u rjeSavanju problema te
da mogu lakSe koristiti matematiku u stvarnim zivotnim situacijama, izvan Skole
(Lesh 1 Harel, 2003). Za razliku od tradicionalnih problema s rije¢ima, zadaci
matematickog modeliranja zahtijevaju visoku kognitivnu paznju. Bonotto (2008)
smatra da je u€enicima zanimljivije rjeSavati problem s kojim su se ve¢ susreli ili im
je poznat, nasuprot zadataka koji imaju malo rije¢i, puno brojeva i nemaju nikakav
smisao. Visoka kognitivna paznja vodi ucenike izvan osnovnog rjeSavanja problema
gdje izvlace znacenje iz simbolicki opisanih problema rijeci, u autenti¢ne situacije
kojima je potrebno matematiC¢ko tumacenje i opis (Lesh 1 Harel, 2003). Ucenici ne
samo da trebaju razraditi kako do¢i do cilja, nego 1 sami trebaju interpretirati cilj kao
1 sve dane informacije. Matematicko modeliranje pruza ucenicima mogucnost da
izraze svoje razumijevanje 1 smisle situacije na nac¢ine koji su njima znacajni. Kroz
matematicko se modeliranje, zbog visokog kognitivnog zahtjeva zadataka, bolje
razvija ucenikovo konceptualno razumijevanje 1 kompetencije u matematici

(Asempapa, 2015).

Zadaci matematickog modeliranja pomazu ucenicima da razviju vjesStine
kritickog miSljenja, razmisljaju izvan okvira, postavljaju pitanja i donose formirane
odluke (Asempapa, 2015). Ucenici kod rjeSavanja zadataka matematickog
modeliranja mogu pristupiti zadacima razli¢itim pristupima, kao 1 pomocu vise
razlicitih interpretacija (English, 2007). Matematicko modeliranje omogucuje
ucenicima razvijanje sposobnosti koriStenja modela za interpretaciju i objasnjenje
slozenih sustava, razvijanje prezentacijske tecnosti, matematicko razumijevanje
problema na razli¢ite na€ine 1 koriStenje sofisticiranih tehnoloSkih alata i resursa
(Lesh 1 Harel, 2003). Asempapa (2015) spominje kako matematicko modeliranje

pomaze ucenicima da kriticki razmisle o problemu prije no $to ga rijeSe. Budu¢i da
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problemi matematickog modeliranja nemaju specifi¢nu strukturu za njihovo rjeSenje,
pomazu uc¢enicima da postanu kriticni mislioci u procesu rjeSavanja. Ako se pravilno
provedu, zadaci matematickog modeliranja stvaraju i poboljSavaju razumijevanje
postupaka kod ucenika tako da ih angaziraju u problematicnom, viSestrukom,

kompleksnom problemu (Doerr 1 English, 2003; Zbiek 1 Conner, 2006).

Matematicko modeliranje medu ucenicima potice metakognitivne vjestine,
konceptualno razumijevanje, kompetencije, kreativne i inovativne sposobnosti te
sociokulturnu ulogu matematike (Blum, 1995). Istrazivanja pokazuju da
matematiCko modeliranje promife razumijevanje Sirokog raspona klju¢nih
matematickih koncepata i treba ih poticati u svakoj dobi i razredu (Asempapa, 2015).
Istrazivanje je pokazalo znaajan napredak u razvoju metakognitivnih vjeStina 1
vjeStina kritiCkog miSljenja ucenika. Istrazivac¢i su otkrili da su problemi s
modeliranjem omogucili u¢enicima angaziranje 1 pruzili im priliku da izraze svoje

ideje 1 razmisSljanja u vise razli¢itih prikaza (English 1 Watters, 2004).

Iskustva matematickog modeliranja idealna su za promicanje komunikacije 1
timskog rada kroz druStvena iskustva. Matematicko modeliranje potice stilove
poducavanja koji promicu aktivan pristup konstruiranju vlastitog ucenja kroz dijalog,
raspravu 1 komentiranje drugih radova 1 rjeSenja. Ucenici postaju aktivni sudionici u
aktivnostima matematickog modeliranja (Asempapa, 2015). Aktivnosti modeliranja
poticu suradnicki rad 1 pomaZzu ucenicima da razviju rjeSenja koja podlijeZu nadzoru
svojih kolega. Komunikacijski procesi u matematickom modeliranju igraju vaznu
ulogu u socijalnom, kao i matemati¢kom razvoju ucenika. Kang i Noh (2012) navode
da kada ucitelji promatraju svoje ucenike koji rade na zadacima matematickog
modeliranja i kada ispituju rezultate koje njihovi ucenici proizvode, ucitelji su u
stanju prikupiti korisne informacije o konceptualnim snagama i slabostima svojih
ucenika 1 bolje se upoznati s na¢inom razmisljanja svojih u€enika te tako nastava
moze biti u€inkovitija. Iz tog razloga, ¢ini se razumnim potaknuti buduce ucitelje da
koriste aktivnosti matematickog modeliranja kako bi dobili pristup razvoju

razumijevanja i obrazaca razmisljanja svojih ucenika (Kang i Noh, 2012).

2.7.2. Nedostaci matematickog modeliranja u nastavi
Bez obzira na prednosti koje matematicko modeliranje donosi ucenju

matematike, postoje neke pojedinosti koje predstavljaju izazove. U nastavku su

26



opisani tipi¢ni izazovi s kojima se suocavaju istrazivac¢i 1 uclitelji dok istrazuju
matemati¢ko modeliranje. Da bi matemati¢ko modeliranje uc¢inkovito funkcioniralo u
ucionici, ucitelji trebaju odustati od vecine svojih tradicionalnih na¢ina angaziranja
svojih u€enika (Asempapa, 2015). Dakle, da bismo razumjeli problem matematickog
modeliranja, trebamo razumjeti sami problem izvan matematike. Prema Asempapa
(2015), glavni razlog zbog kojeg ucitelji imaju poteSkoca s modeliranjem jest da je

znanje iz stvarnog svijeta nuzno i da ucenje postaje otvorenije i manje predvidljivo.

Borreomeo Ferri (2010) navodi da je izazov matematickog modeliranja
zahtjev zadataka na kognitivnoj razini 1 izazovi prakse u ucionici. Postoji razlika
izmedu obrazovnih ciljeva i1 svakodnevne prakse u ucionici, jer se matematicko
modeliranje Cini teSkim za vecinu ucitelja. Matematicko je modeliranje za neke
ucitelje zahtjevno 1 opterecuje ih jer bi trebali razumjeti odredene pojave koje im
obi¢no nisu potrebne. Takoder, postoji strah ucitelja da ucenici ne mogu rijesiti
zadatke matematickog modeliranja zbog potrebne visoke kognitivne paznje
(Asempapa, 2015). Matematicko je modeliranje neraskidivo povezano s drugim
matematickim kompetencijama kao Sto su cCitanje, komunikacija, oblikovanje i
primjena strategija rjeSavanja problema, Sto naglaSava visoke kognitivne vjeStine.
Vecina uclitelja pretpostavlja da veliki dio uCenika smatra modeliranje teskim ili

izazovnim, stoga ih rijetko primjenjuju u ucionici (Asempapa, 2015).

Neki ucitelji smatraju da je rad sa zadacima matematiCkog modeliranja
kompliciran 1 dugotrajan. Dakle, u€enici ne dobivaju dovoljno vremena ni prilike da
obraduju svoje vjeStine razmisljanja. Istrazivanja pokazuju da je izazov poducavati
matematiCko modeliranje u vecini tradicionalnih ucionica, zbog stava ucenika
(Asempapa, 2015). English (2007) spominje da se aktivnosti kod matematickog
modeliranja ne mogu objektivno ocjenjivati pa to stvara otpor ucitelja u provodenju
takvih zadataka. Kao $to je spomenuto da je prednost matematickog modeliranja u
razrednoj nastavi to Sto ucenici mogu pristupiti zadacima matematickog modeliranja
na viSe nacina, kao 1 pomocu vise interpretacija, uciteljima takav pristup zadacima
predstavlja problem u pradenju i1 ispravljanju rada ucenika (English, 2007).
Kurikulumi ve¢ine Skola vodeni su standardiziranim testiranjem. Takoder, u vecini
se udzbenika, napisanih za osnovne i srednje Skole, stavlja manji naglasak na

aktivnosti matematickog modeliranja. U¢itelji rijetko koriste zadatke modeliranja u
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svojim ucionicama zbog vremenskog ogranicenja 1 njihove percepcije da su zadaci

matematickog modeliranja slozeni 1 zahtjevni (Borromeo Ferri, 2010).

Kang 1 Noh (2012) spominju zanimljivo zapaZanje u kojem spominju
probleme 1 aktivnosti matematickog modeliranja koje su koriStene u provedenim
istrazivanjima. Problemi matemati¢kog modeliranja 1 njihovi zadaci nisu prikazani u
udzbenicima matematike. Nedostatak primjera u udzbenicima stvara slozenu
situaciju u kojoj ucitelji u razredu trebaju sami traziti ili razvijati aktivnosti
matematickog modeliranja ako ih zele koristiti u svom poucavanju. lako se ne smije
zanemariti uloga ucitelja kao istrazivaca, takav nedostatak obeshrabruje ili stvara
otpor prema koriStenju problema matematickog modeliranja u u¢ionicama (Kang 1

Noh, 2012).

Udzbenici za osnovne i srednje Skole uglavnom ne rjeSavaju komunikacijske
vjeStine povezane sa zadacima matematickog modeliranja. Osim toga, ne postoje
razvijene jasne rubrike koje bi pomogle uciteljima u zadacima matematiCkog
modeliranja. Prema tome, vec¢ina ucitelja smatra da je procjena zadatka
matematickog modeliranja slozena 1 dugotrajna (Asempapa, 2015). Budu¢i da su
standardizirani testovi propisani u vecini Skola, praksa u uc¢ionicama uglavnom ne
dopusta ucenicima puno vremena za rad na problemima matemati¢kog modeliranja,
gdje mogu raspravljati, kriticki analizirati ili proucavati rjeSenja svojih vrSnjaka.
Budu¢i da se wucenicima onemogucava rjeSavanje zadataka matematickog
modeliranja, vecini se ufenika onemogucéava 1 razvijanje komunikacijskih 1

drustvenih vjestina koje su im potrebne (Asempapa, 2015).

MozZemo zakljuciti da je matematicko modeliranje vaZzan proces u nastavi.
Ucenici pomo¢u matematickog modeliranja usavrsavaju kognitivne, komunikacijske
1 matemati¢ke sposobnosti. Zaklju¢ujemo da se od ucenika, pomocu matematickog
modeliranja, zahtjeva da razmiSljaju na drugacije, mastovitije i novije nacine. lako
ucitelji uglavnom nemaju vremena za provedbu zadataka matematickog modeliranja,
smatramo da je uvodenje takvih zadataka vazno u ucenju 1 razvoju ucenika, ali 1

samih ucitelja.
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U sljede¢em ¢emo poglavlju opisati ulogu matematickog modeliranja u
razrednoj nastavi 1 prikazati i opisati uvodenje matematickog modeliranja u razrednu
nastavu. Takoder, u treCem ¢emo poglavlju opisati 1 obrazovanje ucitelja razredne
nastave za provodenje matematiCkog modeliranja te spomenuti neka istraZivanja.
Budu¢i da je spomenuta nedostupnost zadataka matemati¢kog modeliranja, u tre¢em
¢emo poglavlju spomenuti i opisati nekoliko zadataka koji se mogu primijeniti u

razrednoj nastavi.
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3. MATEMATICKO MODELIRANJE U RAZREDNOJ NASTAVI

Donedavno, matematicko modeliranje nije bilo razmatrano u ranom Skolskom
kurikulumu. U vecoj mjeri, ako je 1 postojalo, bilo je u domeni srednjih Skola.
Literatura navodi da osnove matematickog modeliranja mogu i trebaju zapoceti u
osnovnoj Skoli gdje djeca ve¢ posjeduju osnovne kompetencije na kojima se
modeliranje moze razvijati (English 1 Watters, 2004). Istrazivanje koje su proveli
English 1 Watters (2004) pokazalo je da djeca mogu nauciti modelirati, generalizirati,
1 obrazlagati probleme u ranijim godinama nego Sto se tradicionalno vjerovalo.
Sudjelovanje u vjeZbama matematickog modeliranja pruza ucenicima pristup
znanstvenom 1 matematickom nacinu zakljuCivanja. Aktivnosti matematickog
modeliranja se razlikuju od uobicajenih problema s kojima se ucenici susre¢u u
razredu. RjeSavanje problema u ranim godinama je obicno bilo ograni¢eno na
primjere u kojima ucenici primjenjuju ve¢ poznati postupak ili slijede jasno
definirani put. Dani podaci, cilj 1 koraci za rjeSenje su obi¢no specificirani
nedvosmisleno, to jest, mogu se interpretirati na jedan i samo jedan nacin. To znaci
da je postupak interpretacije za ucenike minimaliziran ili eliminiran (English i
Watters, 2004). Jedini problem za ucenike je kako do¢i od danog stanja do ciljanog
stanja. lako se ne osporava vaznost ovih postoje¢ih problemskih iskustava, upitno je
bave li se na adekvatan nacin matematickim znanjem, procesima i druStvenim

vjestinama koje ucenici trebaju.

Za razliku od tipicnih, odnosno stvarnih problema koji se prezentiraju
ucenicima, problemi matematickog modeliranja ukljucuju autenti¢ne situacije koje bi
trebalo interpretirati 1 opisati na matematicke nacine (Lesh 1 Harel, 2003). Dane
informacije uklju¢uju¢i 1 rjeSenja zadataka mogu biti nepotpuna, nejasna ili
nedefinirana. Nadalje, informacije sadrzane u zadacima matemati¢kog modeliranja
su Cesto prikazane u prezentacijskom obliku kao S§to su tablice s podacima ili
vizualne prezentacije, koje ucenik treba interpretirati. Zadnjih je godina takoder
naglaSena 1 vaznost argumentacije u razvoju matematickog misljenja kod djece. Kao
Sto English 1 Watters (2004) navode, vazno je biti svjestan 1 njegovati ranu pojavu
argumentacije, posebice jer ¢e to formirati osnovu matematickog dokazivanja u
kasnijim godinama. Aktivnosti matematickog modeliranja pruzaju ¢vrstu osnovu za
razvoj argumentacije kod ucenika, zato Sto su to prvenstveno drustvena iskustva koja

razvijaju efektivnu komunikaciju, rad u timovima 1 razmiSljanje. Aktivnosti
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modeliranja su posebno dizajnirane za rad u malim grupama. Brojna se pitanja,
nagadanja, konflikti i rjeSenja pojavljuju dok se ucenici pripremaju u radu, razvijaju
metodu rada 1 procjenjuju problem (English 1 Watters, 2004). Matematicko se
modeliranje prepoznaje kao mocno sredstvo pri procjeni potencijala matematike kao
kritickog alata za analizu vaznih pitanja u ucenikovom Zzivotu, zajednici i1 druStvu u
cjelini (English, 2007). Istrazivanja su pokazala da su ucenici u osnovnoj Skoli
sposobni razviti vlastite modele 1 sustave za rjeSavanje sloZenith problemskih
situacija (English, 2006; English 1 Watters, 2004). Matematicko modeliranje u
osnovnoj Skoli na taj naCin daje djeci pristup u ucenju orijentiran na buducnost.
Matematika koju dozivljavaju razlikuje se od onoga S§to se tradicionalno uci u
nastavnom planu 1 programu, jer su za matematiku realnih situacija potrebne razlicite
vrste aktivnosti 1 vjeStina. U realnim situacijama potrebne su akumulacije,
vjerojatnosti, frekvencije 1 vektori, dok su operacije potrebne za sortiranje,
organiziranje, odabir, kvantificiranje, vrednovanje 1 transformiranje velikih skupova
podataka (English, 2006; English, 2007). Prema English (2007), problemi
modeliranja nude bogatija iskustva ucenja od standardnih problema u razrednoj
nastavi. Matematicko modeliranje pruza moguc¢nost ucenicima da koriste vlastito
matemati¢ko razmisljanje prilikom rjeSavanja problema. To zna¢i da problemi
zahtijevaju od ucenika da shvate situaciju kako bi je mogli sami rije$iti na nacine koji

su njima znacajni (English, 2007).

3.1. Uvodenje matematickog modeliranja u razrednu nastavu

Osnovna Skola je obrazovno okruzenje gdje bi sva djeca trebala zapoceti
razvoj matematickog modeliranja. Naime, c¢ak 1 velika razdoblja reformi 1
prosvijetiteljstva u osnovnoSkolskoj matematici nisu dali vecini djece pristup
dubokim idejama 1 klju€nim procesima koji dovode do uspjeha izvan Skole (English 1
Watters, 2004). Kod uvodenja rjeSavanja problema i matemati¢kog modeliranja u
pocetnu nastavu matematike, Cesto se oCekuje da ucenici imaju razvijene vjestine
raCunanja. Prema tome, ucitelji primjenjuju ovakve oblike rada kao zavr$ni oblik
rada nakon poucavanja pojedinih operacija, ali ih rijetko koriste kao metodu
uvodenja u novi sadrzaj (Cindri¢, 2016). Ukratko, smatra se da se modeli 1 prakse
matematickog modeliranja mogu uvrstiti u Skole te se kvalitetno 1 smisleno ostvariti

(English, 2007). Pregled literature 1 istrazivanja pokazuje da su problemi
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matematickog modeliranja 1 njezinih aktivnosti u tim istrazivanjima bili zadatci koji
se ne prikazuju u udzbenicima. Prema tome, ucitelji trebaju sami traziti i smisljati
takve aktivnosti u razredu. Jedino na takav nac¢in mogu koristiti ove oblike u svom
poucavanju. Takav nedostatak obeshrabruje ucitelje ili stvara njihov otpor prema

koriStenju problema matemati¢kog modeliranja (Kong i Noh, 2012).

U nastavi matematike, kao 1 u nastavi op¢enito, mozemo ocekivati kognitivne
poteskoce kod ucenika, tj. u€enici mogu imati probleme u recepciji vece koli¢ine
informacija u isto vrijeme, probleme u prepoznavanju implicitno zadanih podataka,
probleme s predoc¢avanjem, odnosno vizualizacijom problema, dvosmislenih
tumacenja informacija i svojih ideja te mnoge druge (Asempapa, 2015). Ucitelji
trebaju biti svjesni problema koji se pojavljuju kod u€enika u zadacima modeliranja.
Takoder, trebaju biti spremni pomoc¢i ucenicima kako bi lakSe prevladali odredene
prepreke 1 napredovali u rjeSavanju problema. Osim toga, na samo izvodenje nastave
odnose se 1 prepreke koje postoje u matematickom modeliranju. Matemati¢ko
modeliranje zahtjeva dosta vremena, kao §to je ve¢ spomenuto pa se ne uklapa u
jedan Skolski sat. Budu¢i da ucitelji ponekad nemaju vremena ¢ak ni za realizaciju
planiranih nastavnih sadrzaja, ne ulaze ni u izdvajanje vremena za matematicko
modeliranje (Asempapa, 2015). Takoder, tesko je procijeniti kako ¢e ucenici reagirati
na zadatke koji ukljuuju matemati¢ko modeliranje te koliko ¢e im vremena trebati
za njihovo rjesavanje. U svemu tome, vazna je dobra uciteljeva priprema, dobri i
prilagodeni primjeri 1 problemi matematickog modeliranja prilagodeni uzrastu i1
mogucnostima ucenika, dok se od ucenika trazi dodatna angaziranost i interes
(Apati¢, 2016). Dodajmo da bi ucitelji trebali biti svjesni da c¢e aktivnosti
matemati¢kog modeliranja otkriti 1 pokrenuti razlicite strategije i razmisljanja kod
ucenika (Mousoulides, Christou 1 Sriraman, 2008). Te aktivnosti poticu ucenike da
istrazuju znacajne pojave, odlucuju Sto je vrijedno paznje u problemu, a zatim
organiziraju, strukturiraju, vizualiziraju 1 prikazuju podatke (English, 2010).
Asempapa (2015) navodi kako aktivnosti matematiCkog modeliranja stvaraju
mogucnosti za ucenike da percipiraju matematiku kao korisnu i primijenjenu, a ne
apstraktnu i izoliranu. Matematicko modeliranje omogucuje ucenicima povezivanje
ucionicke matematike sa stvarnim svijetom, pokazujuci primjenjivost matematickih
ideja (Zbiek 1 Conner, 2006). S obzirom na stvarni problem, ucenici trebaju razumjeti

situaciju iz stvarnog svijeta i1 napraviti pretpostavke kako bi osmislili matematicku
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metodu za rjeSavanje problema (Bahmaei, 2011). Dakle, matematicko modeliranje
produbljuje razumijevanje ucenika 1 obogacuje ucenje matematike. Ucenici u
grupama, rade¢i na problemima matematickog modeliranja, razvijaju vazne vjestine
kao Sto su vjeStine suradnickog ucenja 1 metakognitivne vjeStine (Tanner i Jones,

2002).

U prvom su razredu ucenici ve¢ razvili Sirok repertoar pisanja. Kod djece,
razvijanje sposobnosti inspiracije daje osnovu za njihovu matematicku aktivnost. Za
matematicko je modeliranje bitno razvijanje repertoara rijeci, uvazavanje njthovih
kvaliteta, upotreba istih, manipuliranje izmisljenim rije¢ima i njithovo koriStenje za
objasnjavanje i uvjeravanje drugih. Takoder, vazna je i1 sposobnost ucenika da
osmisle nove situacije, uvode varijable 1 razumiju problem u kojem se nalaze
(English, 2012). Sve ovdje navedeno utjeCe na razvoj sposobnosti kod matematickog
modeliranja. Problemi matematickog modeliranja zahtijevaju da djeca sama, na
njima bitne nacine, shvate zadanu situaciju 1 matematiziraju je. Ipak, ucenici se 1
dalje poducavaju na tradicionalni nacin, drZe¢i se kurikuluma koji ne dozvoljava
djeci da razumiju kada 1 zaSto se neSto koristi (English, 2012). Dogan Temur (2012)
navodi kako u radu s tradicionalnim aktivnostima i procjenama problema ucitelji
cesto pokusavaju shvatiti Sto odredeno rjeSenje govori u¢enicima. U vecini slucajeva
ucitelji ne mogu rec¢i nista vise o rjeSenju zadanog problema od onog §to ucenici vec
znaju ili su naucili rjeSavajuci zadatak. Kada se radi kroz aktivnosti matematickog
modeliranja, od ucenika se trazi da daju opise, objasnjenja, postupke i konstrukcije.
U problemima iz udzbenika Dogan Temur (2012) spominje kako se trazi uporaba
odredenog postupka (npr. slicnih trokuta), a informacije koje su potrebne za
provodenje postupka ve¢ su osigurane. Dakle, kod takvih je zadataka fokus na
podsje¢anju na prethodno nauceni postupak i1 na njegovo kopiranje kako bi se dobio
ocekivani odgovor, a ne proces razmisljanja. Osim toga, ovaj problem ne zahtijeva
od ucenika da procijene kvalitetu modela koji se koristi. English (2010) naglasava
kako mala djeca imaju mo¢ne i kvalitetne matematicke ideje koje mogu koristiti za
rjeSavanje mnogih stvarnih problema i1 matematic¢kih problema s kojima se susrecu.
Takoder, spominje kako su mala djeca sposobna za mnogo vise nego $to im cesto
pripisuju njihove obitelji 1 nastavnici. Najveci izazov je pronaci nacine na koje bi se
mogle koristiti 1 razvijati matematiCke ideje u ranom djetinjstvu kako bi se postigla

veca matematiCka mo¢ (English, 2010). U rjeSavanju zadataka kod mlade djece,

33



English (2010) navodi niz preporuka za postavljanje temelja u rjeSavanju zadataka
matematickog modeliranja. Prema English (2010), bitna preporuka za postavljanje
temelja u rjeSavanju zadataka matematickog modeliranja je omogucavanje ucenicima
vrijeme da sortiraju crteze po jednoj varijabli. Nakon sortiranja, crtezi se mijeSaju.
Od ucenika se zahtjeva da ponovno sortiraju crteze prema drugoj varijabli. Ovakav
postupak sluzi ucenicima za skretanje pozornosti na razliite varijable (English,
2010). English (2010) upozorava kako ucitelji vrlo Cesto u rjeSavanju pocetnih
zadataka matematickog modeliranja, rijeSe sva pitanja koja su u€enicima zanimljiva.
Ucitelji ucenicima prezentiraju rijeSene probleme 1 na taj na¢in onemogucavaju
ucenicima priliku da se uhvate u kostac s takvim pitanjima. English (2010) navodi
primjer takvih pitanja kao §to je: ,,Koje varijable treba ukljuciti?‘. Buduci da ucitel;
prezentira odgovor, u¢enicima ostaje samo sortiranje, a ucitelj je rijesio intrigantno 1
motivirajuc¢e razmisljanje unaprijed. Prema English (2010), izazov ucitelja je takoder
1 izbjegavanje prekomjernog pripremanja zadataka, kao 1 izbjegavanje nepotrebnog

kompliciranja zadataka.

U provedenom istrazivanju, English (2010) zakljucuje kako ucenici trebaju
odluciti koji aspekti su vrijedni paznje, kako Ce se ti aspekti rjeSavati (organiziranje,
strukturiranje, vizualizacija) te kako ¢e se dobiveni podaci prikazati. English (2010)
navodi kako su u provedenom istraZivanju sudjelovali u€enici prvog razreda i njihovi
ucitelji u $koli u Brisbaneu u Australiji. Skola je u vrijeme istrazivanja bila smjestena
u srediSnjem druStveno-ekonomskom podru¢ju i imala priblizno 500 upisanih
ucenika. Svako odjeljenje u prvom razredu ¢inilo je 25 ili 26 u€enika, s prosjeCcnom
dobi od 6 godina 1 8 mjeseci. Prema English (2010), prijasnja iskustva djece u radu s
podacima ograni¢ena su na sortiranje stavki (npr. obojenih medvjeda) i popunjavanje
grafickih prikaza slika (npr. omiljenih kuénih ljubimaca, boja kose, ociju 1 sl.).
Temeljna komponenta aktivnosti matematickog modeliranja je odabir atributa i1
razvrstavanje stavki prema tim atributima. U prvoj aktivnosti, English (2010)
spominje kako su ucenici u pocetku dobili opsezan skup podataka koji se sastoji od
10 kompleta duplikata izrezaka stavki koje je lik pri¢e, Baxter Brown, ¢uvao u svojoj
spavacoj sobi. Ucenici su trebali odluciti koje predmete je moguce reciklirati, koje je
trebalo odbaciti te koji se mogu ponovno upotrijebiti. U€enicima je bio zadatak
organizirati, strukturirati 1 prikazati svoje klasifikacije na nacin koji oni sami izaberu.

U sljedecoj aktivnosti, English (2010) navodi da su ucenici dobili novi set od samo
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12 predmeta, bez duplikata, kojima su ucenici trebali dodijeliti vlastite atribute za
klasificiranje podataka i1 predstaviti nacine svojih klasifikacija. Uc¢enici su to ucinili
na viSe nacina. Za obje aktivnosti stavke nisu pokazivale lako prepoznatljive atribute,
kao Sto je odredena boja ili oblik. Prema English (2010), odlu¢ivanje o grupnoj
definiciji atributa bio je temeljni proces u sudjelovanju ucenika. Stavke je moguce
klasificirati u obje aktivnosti prema vise od jednog atributa. U definiranju atributa
generirana je znacajna rasprava. Kako bi ucenici identificirali razliCite atribute,
trebali su usmjeriti svoju paznju na kvalitete predmeta, a ne na same predmete.
Talenti u¢enika u prepoznavanju Sirokog raspona atributa bili su jasno vidljivi u
aktivnosti. Ucenici su pokazali sposobnost identificiranja prilicno nejasnih atributa,
kao Sto je mogucnost pisanja po njemu ili uocavanje da je napravljeno od dijelova
stabala, fosilnih izvora 1 mekih ili tvrdih materijala. U ovom slucaju ucenici su se
,udaljavali od stvarnih predmeta u potrazi za obiljezjima koja nisu bila odmah
vidljiva (English, 2010). Utvrdujuci razli€ite atribute, ucenici su trebali odluciti Sto je
vrijedno paznje, a §to je potrebno staviti u pozadinu. Vjestine u preusmjeravanju
pozornosti s jedne stavke na drugu, u klasifikaciji predmeta, posebno je bio vidljiv u
aktivnosti gdje su ucenici trebali organizirati vlastite atribute na najmanje dva
razli¢ita naCina. Primjerice, jedna skupina u€enika klasificirala je kutiju s jajima kao
karton 1 zatim ju je klasificirala kao jelo, prebacujuc¢i svoj fokus s ambalaze na
sadrzaj (English, 2010). English (2010) navodi kako su ucenici u aktivnostima
potaknuti da razmotre smanjenje skupova podataka 1 umjesto toga koriste
reprezentativne stavke. Uklanjanje znacajki koje nisu nuzno potrebne, English (2010)
smatra kao vazan cilj u matematickom modeliranju. Ta se sposobnost promatrala u
skupinama gdje je jedna grupa prikazala samo jednu stavku svake vrste, dok je druga
grupa tvrdila da sve stavke ne moraju biti prikazane, ali mogu. Treca grupa odlucila
je koristiti samo Cetiri stavke svake vrste. Ostali su ucenici prevladali problem
prikazivanja svih podataka promjenom orijentacije njihovog lista papira 1
ucinkovitim koriStenjem biljeZenja naziva stavki umjesto lijepljenja stavki (English,

2010).

English (2010) navodi kako nisu bile uklju¢ene sve komponente
matematickog modeliranja u opisanim aktivnostima. Ucenici nisu prikupljali svoje
podatke. Takoder, English (2010) spominje kako se smatralo vaznim pruziti

mogucnost ucenicima da rade sa sloZenim atributima u organiziranju, strukturiranju 1
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predstavljanju danih podataka. Ta su iskustva postavila temelje za naknadno

prikupljanje podataka kod djece u istraZivanju okoline svoje ucionice.

3.2.Obrazovanje uclitelja razredne nastave

Dogan Temur (2012) navodi kako je ucinkovito poducavanje matematike
tijekom prvog razreda osnovne Skole klju¢no za formiranje matematickog misljenja
ucenika. Osposobljavanje ucitelja smatra se vaznim u postizanju visoke kvalitete
poducavanja matematike. IstraZzivanje koje Dogan Temur (2012) spominje provedeno
je kako bi se otkrila iskustva 1 problemi buducih ucitelja tijekom njihovog
osposobljavanja 1 primjene modeliranja matemati¢kih problema u nastavi
matematike. U provedenom je istrazivanju sudjelovalo 39 buducih uditelja razredne
nastave (10 muskaraca 1 29 Zena). U vrijeme istrazivanja sudionici su bili upisani u
tecaj “Iskustvo u nastavi”, nastavni program drzavnog sveuciliSta u Turskoj. Tijekom
osposobljavanja, Dogan Temur (2012) navodi da su se u provedenom istrazivanju
buduéi nastavnici obu€avali u rutinskim 1 ne-rutinskim problemskim situacijama.
Budu¢i su ucitelji izjavili da preferiraju rutinske problemske situacije jer je teSko
oblikovati problemske situacije. Dok prezentiraju matematicke koncepte, ucitelji
prenose svoje razumijevanje i1 ucenje jezika svojim ucenicima. Stoga, matematicka
komunikacija 1 matematicki jezik imaju veliku vaznost u uenju matematike (Dogan
Temur, 2012). MiSljenja buducih ucitelja otkrivaju da su ucenici imali poteskoca u
procesu rjeSavanja problema, u nekim slucajevima ucenici nisu mogli razumjeti Sto
budu¢i ucitelji pokuSavaju objasniti, a problemske situacije ponekad nisu bile
prikladne za razrednu razinu. Dogan Temur (2012) navodi kako bi ucitelj trebao
procijeniti stupanj teZine problema te da je od kljucne vaznosti da se u ucenju
matematike koristi pravi matematicki jezik. Buduci su ucitelji, u istrazivanju, izjavili
da je matematicko modeliranje pridonijelo ucenju od vr$njaka te da su ucenici postali
motiviraniji. Takoder, buduc¢i su ucitelji dodali da je proces modeliranja ucinio
proces rjeSavanja problema konkretnijim i1 ugodnijim. Tijekom procesa modeliranja
ucenici Cesto govore glasno, dijele 1 prezentiraju svoja rjeSenja. Dogan Temur (2012)
navodi kako je modeliranje proces koji ubrzava proces komunikacije ucenika,
povecava njihovu paznju, usredotocenost na put do rezultata 1 omogucuje ucenikovo
fokusiranje. Rasprave u nastavi matematike neophodne su za postizanje
individualnog razumijevanja, dijeljenje rjeSenja 1 interpretaciju (Dogan Temur,
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2012). Ispitani ucitelji su izjavili da su neki od njihovih uc¢enika prvi put dozivjeli
iskustvo modeliranja. Ucenici su naveli da su koriste¢i alate 1 modeliranje bolje
razumjeli proces rjeSavanja problema i samog modeliranja. Dogan Temur (2012)
navodi da ¢e ucenici razviti vlastite strategije ucenja i proces rjeSavanja ako njihovi
ucitelji izaberu probleme visoke kvalitete 1 pruze im bogato okruzenje za ucenje.
Ucenici se moraju osjecati slobodnima i ugodnima u otkrivanju svih svojih ideja.
Trebali bi biti u stanju preuzeti rizike, isprobati nove strategije 1 pronalaziti razli¢ita
objasnjenja. Cak i ako njihova objasnjenja nisu to¢na, treba ih raspraviti u uéionici,
ponovno ih objasniti 1 koristiti kao alat za ucenje. Na taj nacin ¢e mo¢i procijeniti
svoje korake 1 rezultate (Dogan Temur, 2012). Analiziraju¢i uzorke modeliranja
buducih ucitelja u praksi, vidi se da su ucenici koristili razlicite figure, sheme, pa ¢ak
1 stvarne objekte. Iskustvo buducih ucitelja, u izvodenju nastave matematike, klju¢no
je u tome Sto su uvidjeli odnos izmedu teorije 1 prakse i stekli znanje za buduce
susrete sa slicnim situacijama. S obzirom na dobnu skupinu nastave matematike u
smislu nastave u osnovnoj Skoli, potrebna su bogata iskustva ucenja i poucavanja 1 ne
bi ih se trebalo podcjenjivati. Proces modeliranja ne moZe biti uspjeSan bez
ucinkovitog planiranja i u¢inkovite komunikacije medu sudionicima (Dogan Temur,
2012). Poticanje u¢enika da sudjeluju u aktivnostima modeliranja omoguc¢ava im da
dijele svoje matematicke ideje unutar grupe te je ucinkovitije od klasicne frontalne
nastave. Pazljivo planiranje 1 redovita savjetovanja s uciteljem, doprinijet ce
uspjeSnom procesu modeliranja (Dogan Temur, 2012). U spomenutom istraZzivanju
vidljivo je da bi budu¢i ucitelji, kao rezultat prakse, mogli ste¢i znacajno iskustvo u
rjeSavanju problema 1 koriStenju modeliranja u rjeSavanju problema. Iskustva
budu¢ih ucitelja, nakon provedenog istrazivanja, otkrivaju da su ih pozitivne
reakcije, koje su stekli od svojih ucenika, potaknule na koriStenje modeliranja. U
ovom istrazivanju, buduci ucitelji su imali priliku primijeniti ono $to su naudili u
teoriji (Dogan Temur, 2012). Da bi se postigla stru¢nost u nastavi matematike
buduc¢ih ucitelja, treba im dati to¢ne povratne informacije u svakoj fazi procesa
obuke tako da njihovi uc€enici mogu dobiti pozitivne rezultate u pogledu matematike.
Dogan Temur (2012) navodi kako je ovo istraZzivanje provedeno kako bi se otkrilo
iskustvo, problemi i uspjeh buducih ucitelja kroz procese obuke i prakse u rjeSavanju

1 modeliranju matematickih problema.
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Watters, English i Mahoney (2004) opisuju istrazivanje u kojem su
proucavali razvoj matematickog modeliranja u razredu i profesionalni razvoj ucitelja
tih razreda. U provedenom su istrazivanju sudjelovala Cetiri odjeljenja treceg razreda
(8-godisSnjaci) 1z prigradske Skole 1 njihovi ucitelji. Jedan su razred poducavala dva
ucitelja u razlicito vrijeme tijekom godine, tako da je pet ucitelja bilo ukljuc¢eno u
istrazivanje (Watters 1 sur., 2004). U¢itelji su bili razli¢itih iskustava, od relativno
nedavnih diplomanata do onih koji su imali viSe od dvadeset godina iskustva.
Istrazivanje se provodilo tijekom SestomjeseCnog razdoblja. Na kraju provedenog
istrazivanja, Watters 1 sur. (2004) navode kako su ucitelji potvrdili da su ucenici
uzivali u aktivnostima, iako su ih smatrali izazovnim. U¢itelji su zakljucili da je za
neke ucenike potrebna veca struktura, dok su drugi ucenici zahtijevali manje
intervencije (Watters 1 sur., 2004). Watters 1 sur. (2004) navode kako su pitanja
povezana s razinom pismenosti u¢enika i njthovom sposobnos$¢u zajednickog rada u
grupama. Ispitanici su bili neodlu¢ni ukljuciti se u odredene strategije poucavanja
zbog straha da nece ispuniti ono Sto istrazivaci Zele te su bili zabrinuti zbog toga Sto
nisu znali koliko su slobodni u provedbi zadataka (Watters i sur., 2004). Konacno,
ucitelji su potvrdili da su se uceniCke matematicke ideje poboljSale. Poboljsan je 1
matematicki jezik, ali je takoder poboljSano 1 koriStenje tablica 1 podataka.
Profesionalno, ucitelji su razmiSljali o nedostatku moguénosti za zajedniCko
planiranje 1 promisljanje tijekom godine. U¢itelji su bili razo€arani Sto nisu iskoristili
prilike da se aktivnije ukljue u razumijevanje razmisljanja ucenika. U kontekstu
normalnih ucionica, stvorena je ozbiljna prepreka vezana uz ucinkovitost razvoja
matemati¢kog modeliranja (Watters 1 sur., 2004). Ucitelji su priznali da ve¢ niz
godina nisu sudjelovali ni u jednom profesionalnom razvoju matematike 1 da nakon
provedenog istrazivanja ocekuju da ¢e u sljedece dvije godine provesti novi nastavni
plan matematike. Watters i sur. (2004) ovim istrazivanjem naglasavaju vaznost
predanosti 1 podrSke uciteljima da se ukljuce u profesionalni razvoj kroz modele koji

zahtijevaju stalno angaZiranje.
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3.3. Primjeri zadataka
Osnovna $kola je obrazovni okoli§ gdje bi svi ucenici trebali zapoceti smislen
razvoj matematickog modeliranja. Kao $to je ve¢ navedeno, teSko se pronalaze
zadaci primjereni u¢enicima razredne nastave, iako se preporuca njihovo koristenje 1
uvodenje u nastavu. Ovdje ¢emo spomenuti neke primjere zadataka, dob ucenika za

koju su ti zadaci primjenjivi te opisati nacin provedbe tih zadataka u nastavi.

3.3.1. Zadatak 1. ,,Grah, slavni grah*

Zadatak ,,Grah, slavni grah®, kojeg spominju English 1 Watters (2004),
izabran je kao pocetna aktivnost matematickog modeliranja u razrednoj nastavi, koja
je primjenjiva u tre¢em razredu osnovne Skole. Zadatak zapocinje pricom o biljkama

graha koje je farmer sadio, zajedno s podacima o raznim uvjetima za njihov rast.
Zadatak:

Uzgajiva¢ farme treba odluciti o najboljim svjetlosnim uvjetima za uzgoj
graha. Kao pomo¢ u donoSenju odluke, posjetio je udruzenje farmera koji testiraju
uzgoj penjucih biljaka graha koriste¢i dva razlicita svjetlosna uvjeta: uzgoj graha na
suncu, bez sjene i1 uzgoj graha ispod platnene krpe, odnosno u sjeni. Udruzenje
farmera izmjerilo je 1 zabiljeZilo duljinu stabljike proizvedenog graha nakon deset

tjedana. Uzgajali su 4 reda biljke graha u svakom svjetlosnom uvjetu.

Pomocu podataka iz tablice (Tablica 1.) odredite koji je od svjetlosnih uvjeta
najpogodniji za uzgoj graha. U pismu opiSite svoju preporuku farmeru o uvjetima za
koje ste se odlucili 1 objasnite kako ste dosli do te odluke. Predvidite duljinu stabljike
graha proizvedenog u 12. tjednu za svaku vrstu svjetlosti 1 farmeru, u pismu,

objasnite postupak i dobivenu vrijednost.

Nakon odgovaranja na pitanja o tekstu, u€enicima je prezentiran zadatak koji
se sastoji od dva dijela. Ucenici su trebali pregledati dvije tablice (Tablica 1.) s
podacima koje su prikazivale duljinu stabljike graha nakon 6, 8 1 10 tjedana rasta pod

dva razli¢ita uvjeta (English 1 Watters, 2004).
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Tablica 1. Zadatak ,,Grah, slavni grah*

uzgoj na suncu uzgoj u sjeni
biljka _ ' tjedan biljka tjedan
tjedan 6. tjedan 8. tjedan 6. tjedan 8.
graha 10. graha 10.
red 1 9 cm 12 cm 13 cm red 1 5 cm 9 cm 15 cm
red 2 8 cm 11 cm 14 cm red 2 5 cm 8 cm 14 cm
red 3 9 cm 14 cm 18 cm red 3 6 cm 9 cm 12 cm
red 4 10 cm 11 cm 17 cm red 4 6 cm 10 cm 13 cm

Izvor: English, L. D. i Watters, J. (2004,str. 338). Mathematical Modelling in the Early School Years.
Preuzeto s http://emis.impa.br/EMIS/proceedings/PME28/RR/RR142 English.pdf (15.4.2019.)

Koriste¢i podatke iz Tablice 1. ucenici su trebali odrediti pri kojim ¢e
uvjetima biti bolji uzgoj graha. U drugom djelu zadatka ucenici su trebali napisati
farmeru pismo u kojem su skicirali preporuke 1 objasnili na koji nacin su dosli do
odluke o najpovoljnijim uvjetima za rast graha i zatim predvidjeti duljinu stabljike
graha proizvedenu na 12. tjedan, za svaki tip uvjeta (English 1 Watters, 2004).
Ucenici su takoder trebali objasniti kako su dosli do predvidanja, tako da farmer
moze koristiti njthove metode za sli¢ne situacije. Nakon zavrSetka aktivnosti, svaka

je grupa trebala pred razredom iznijela svoje zakljucke (English 1 Watters, 2004).

Zadatak ,,Grah, slavni grah* predstavlja jednostavniji zadatak matematickog
modeliranja u kojem ucenici ispituju svoje znanje o uvjetima koji su potrebni za rast
biljaka, a same matematicke racune koriste minimalno. Ovaj se zadatak, kako navode
English 1 Watters (2004), pokazao kao zanimljiv te je potaknuo ucenike na

zajednicku diskusiju.

3.3.2. Zadatak 2. ,,GodiSnje natjecanje papirnatim avionima*

English 1 Watters (2004) spominju zadatak koji je primjenjiv u treem
razredu osnovne Skole. Ucenicima se predstavlja novinski ¢lanak koji opisuje
godi$nje natjecanje zrakoplova koje obuhvaca let papirnatih zrakoplova. Ucenicima

su dane informacije o konstrukciji zrakoplova 1 o pravilima natjecanja. Nakon
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zavrSetka pitanja o razumijevanju teksta, ucenicima su dane informacije o problemu 1

zadatak.
Upute:

PokusSat cete dizajnirati avion koji ¢e udovoljiti danas$njim standardima
zrakoplova. Medutim, za svoje avione necete koristiti aluminijske, razne metalne
dijelove ili mlazne motore. Sve §to ¢e vam trebati jesu komadici papira ili bilo koji

drugi sli¢ni materijali te puno maste.

Imate priliku dizajnirati avione koji ¢e mo¢i letjeti na velike udaljenosti. Na
ovom cete natjecanju trebate dizajnirati avion koji ¢e putovati ravnom stazom.
Medutim, za svako natjecanje postoji niz pravila kojih se trebate pridrzavati da biste
pokusali osvojiti glavnu nagradu. Neka od pravila su: 1. ne smiju se raditi rezovi u
krilima aviona, 2. Mogu se izrezivati dijelovi unutraSnjosti aviona 1 3. trebate

izgraditi vlastite zrakoplove.

Radit ¢ete u grupama na dizajniranju 1 testiranju vaSih aviona prije
natjecateljskog dana. Svaka grupa dobiva tri pokuSaja. U ovom se natjecanju mogu

pojaviti eliminacije. Eliminacija znaci da zrakoplov nije putovao ravnim putem.

Na ovom natjecanju bit ¢e dodijeljene tri nagrade. Jedna ¢e biti dodijeljena

ravnom stazom najdalje, a konacna nagrada je sveukupna nagrada grupi koja

pobijedi u natjecanju.
Pitanja za razmisljanje:
1. O ¢emu se radi u godiSnjem natjecaju za papir u zrakoplovu?

2. Sto treba u¢initi kako bi se dizajnirao avion koji ¢e biti uspjesan za

natjecanje?
3. Sto znaéi ako je va$ avion eliminiran u jednom od vasih pokusaja?

4. Koje se jedinice mjerenja koriste u natjecanjima u kojoj se mjeri udaljenost

1 vrijeme?
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Zadatak:

Prema tablici (Tablica 2.) s podacima o provedenom natjecanju u drugoj
Skoli, napiSite pismo sucima s objasnjenjem o tome tko bi, prema vaSoj procjeni,

trebao odnijeti glavnu nagradu.

Izradite vlastite zrakoplove i1 provedite vlastito natjecanje prema zadanim

pravilima.

Tablica 2. Zadatak: ,,GodiSnje natjecanje papirnatim avionima*

Timovi Pokusai Vrijeme u zraku Udaljenost ravnom
(sekunde) stazom (metri)
1 2 11
Tim A 2 2 12
3 Eliminacija Eliminacija
1 3 12
Tim B 2 1 7
3 1 8
1 1 9
Tim C 2 3 11
3 2 11
1 3 12
Tim D 2 Eliminacija Eliminacija
3 1 8
1 2 9
Tim E 2 1 10
3 2 13
1 1 9
Tim F 2 2 11
3 Eliminacija Eliminacija

Izvor: English, L. D. i Watters, J. (2004). Mathematical Modelling in the Early School Years.
Preuzeto s http://emis.impa.br/EMIS/proceedings/PME28/RR/RR142 English.pdf (15.4.2019.)

Ucenici su, uz pomo¢ podataka iz Tablice 2., trebali odrediti koja je grupa
pobjednik ovog natjecanja. Ucenici su mogli uzeti u obzir vrijeme aviona provedeno
u zraku, duljinu ravnog puta koji je proSao i eliminacije (English 1 Watters, 2004).

Takoder, ucenici su trebali objasniti zaSto su izabrali odredenu grupu kao pobjednike
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te objasniti kako su dosli do rezultata. Nakon zavrSetka aktivnosti, ucenici su izlagali

svoja pisma i rezultate (English 1 Watters, 2004).

Buduc¢i da su ucenici nizih razreda zaigrani i ¢esto 1 sami izraduju avione od
papira, moZemo zakljuciti da bi im ovakav zadatak mogao biti zanimljiv, potaknuti
njihov interes 1 maStu. Nakon provedbe zadatka moguce je izvesti slicno natjecanje s
ucenicima 1 njihovim vlastitim rezultatima te na taj nacin posti¢i vecu 1 zanimljiviju

prisutnost matematickog modeliranja u nastavi.

3.3.3. Zadatak 3. ,,Prva flota“

English (2007) spominje zadatak ,,Prva flota® koji je namijenjen ucenicima
Cetvrtog razreda osnovne Skole. Prije samog zadatka, ucenicima su predstavljene
osnovne informacije o problemskom kontekstu. Kako English (2007) spominje,
britanska vlada je u svibnju 1787. narucila 11 brodova kako bi isplovila do
Australije. Ucenicima su postavljena brojna pitanja u kojima se ispitivalo
razumijevanje teksta kako bi se osiguralo da su ucenici razumjeli pozadinsku pri¢u
(English, 2007). Nakon odgovora na ova pitanja, u¢enicima se predstavlja problem,
zajedno s tablicom podataka s popisom 13 kljucnih elemenata okolisa koje treba
uzeti u obzir pri odredivanju prikladnosti svakog od pet navedenih podrucja. (Tablica

3.1Tablica 4.)

Problemski tekst je objasnio da je, nakon povratka iz Australije u Veliku
Britaniju 1770. godine, kapetan James Cook izvijestio da je u zaljevu Botany bilo
bujnih pasnjaka i dobro zalijevane i1 plodne zemlje pogodne za usjeve i za ispasu
stoke. Ali kad je kapetan Phillip stigao u Botany Bay u sije¢nju 1788., mislio je da
nije prikladno za novo naselje. Kapetan Phillip krenuo je na sjever u potrazi za

boljim mjestom za naseljavanje (English, 2007).
Zadatak:

Kapetanu Phillipu je bilo teSko donijeti odluku gdje ¢e se smjestiti prvo
naselje jer je trebalo uzeti u obzir mnogo ¢imbenika. Ako biste se mogli pomocu
vremenskog stroja vratiti u 1788. godinu, kako biste savjetovali kapetana Phillipa? Je
11 Botany Bay bio lo§ izbor ili ne? Rana naselja dogodila su se u uvali Sydney Port
Jackson, na Rose Hillu uz rijeku Parramatta, na otoku Norfolk, u luci Hacking 1 u

Botany Bayu. Koje bi od tih pet mjesta bilo najbolji izbor kapetana Phillipa? Vas
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zadatak je stvoriti sustav ili model koji bi se mogao koristiti za odlu¢ivanje gdje je

najbolje sidriti njihove brodove 1 naseljavati se. Koristite podatke navedene u tablici

(Tablica 3. 1 Tablica 4.) kako biste utvrdili koja je lokacija najbolja za naseljavanje.

Dok je kapetan Phillip bio prvi zapovjednik koji se naselio u Australiji, joS je

mnogo brodova planiralo putovanje i naseljavanje na obalama Australije. Vas$ sustav

il model trebao bi pomo¢i budu¢im doseljenicima da donesu informirane odluke o

tome gdje smjestiti svoje gradove.

Tablica 3. Zadatak: ,,Prva flota®, 1. dio

Zemlji- Moguénost
Prisu- Ste prijevoza .
) o ) Zemljiste )
Pristup tnost dostu- sakupljanih | Kvaliteta Drvece i
. pogodno .
moru morskih | pnoza ili tla biljke
) ) ) za stoku
pasa budué¢i | proizvedenih
rast predmeta
Vrlo
Morska Vlazna, )
velika
obala mocva-
stabla
duga rna
Botany ) ] tvrdog
preko 47 Da, brodomi | zemlja,
Bay, Da Da Suho drva, ne
km, kopnom moze
NSW ] ) mogu se
otvorena 1 dovesti o
) posjeci
nezasti- do )
. osnovnim
¢ena bolesti )
alatima
Vrlo
Neplo- ) )
Pogibe- velika
dna, )
Duboka ljno stabla
Sydney vruca, )
voda blizu ) ovcama i tvrdog
Cove, Port Da, brodom i | suha, ¢ak o
obale, Da Da o svinjama, drva, ne
Jackson, kopnom i pjesko-
zaklo- i dobroza | mogu se
NSW ) vita u ) o
njena N stoku i posjeci
dijelo- ) )
konje osnovnim
vima )
alatima
Bogata, Manja
Rosehill, | Da, 25 km plodna, debla,
) Pogodno ]
Parrama- prema Ne Da Kopnom daje borovi,
} za sve
tta, NSW rijeci bujnu meka
travu stabla
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Sposo-
35km bna Obilna
Port juzno od | podrzati stabla
) Da, brodom i Pogodno )
Hacking, Sydneya, Da Da razne eukali-
] kopnom ) Za sve )
NSW zati¢ena prirodne ptusa i
luka Vegeta- fikusa
cije
2km obale
nedostu-
pne
morskim Daleko
putem nadmo- | Pogodno
osim Ukupno Zbog male ¢nijaod | zakoze, Biljke
Norfolk ) ) )
jedne Da 3455 uvale, samo drugih, ovce, borova i
Island . .
male hektara usjevi pogodna stoku i lana
uvale, za 7ito i perad
izuzetno sjeme
stjenovita
obala i
litice

Izvor: English, L. D. (2007). Complex systems in the elementary and middle school mathematics

curriculum:

A

focus

on

modelling.

Preuzeto

S

https://pdfs.semanticscholar.org/acdc/fc08d6bb8b1d32eb6b7072af09027608bbac.pdf (7.7.2019.)

Tablica 4. Zadatak: ,,Prva flota“, 2. dio

Botany Bay,
NSW

Prosjecna
Zivotinje ) koli¢ina ) 3
. Dostupnost ) Prosjecna ) Evidencija
prirodnog ) Ribarstvo padalina
) svjeze vode temperatura ) poplava
stanista u mjesec
dana
Mali potocié )
Da, ali
prema
) ) | nekvalificirani
Noj, klokan, | sjeveru, ali )
) muskarci
oposum, nisko o 18° 98mm 3
) mogu loviti
ptice mocvarno )
. ribu samo s
zemljiste u
o camca
blizini
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Da, ali
Sydney Noj, klokan, Zalihe nekvalificirani
Cove, Port oposum, tekuce vode muskarci
) o ) o 18° 98mm 7
Jackson, ptice, divlje s nekoliko mogu loviti
NSW patke izvora ribu samo s
camca
Da, ali
nekvalificirani
Rosehill, Raznoliko o )
S Na rijeci muskarci
Parramatta, | ukljucujuéi o 18° 98mm 40
) ) Parramatta mogu loviti
NSW jegulje )
ribu samo s
camca
Da, ali
o nekvalificirani
Port Na rijeci )
muskarci
Hacking, Raznoliko Port o 18° 133mm 8
) mogu loviti
NSW Hacking )
ribu samo s
camca
Zelene
kornjace, )
) Da, ali
ptice, S
) nekvalificirani
zamorci, [zuzetno )
Norfolk muskarci
leteca dobro . 19° 110mm 0
Island o ) mogu loviti
vjeverica, opskrbljeno )
o ribu samo s
divlje patke,
o camca
pelikani i
galebi

Izvor: English, L. D. (2007). Complex systems in the elementary and middle school mathematics
curriculum: A focus on modelling. Preuzeto s

https://pdfs.semanticscholar.org/acdc/fc08d6bb8b1d32eb6b7072af09027608bbac.pdf (7.7.2019.)

Ucenici su pomocu tablica (Tablica 3. 1 Tablica 4.) odredivali koja
informacija im je bitna, odnosno koju informaciju smatraju vaznom u naseljavanju
ljudi 1 njithovom Zivotu. Nakon odredivanja vaZnosti informacija, ucenici su
izradivali svoje modele kojima su dolazili do rjeSenja zadatka. Na kraju rada, ucenici
su izlagali svoje modele, opisivali ih 1 objasnjavali te zajedno diskutirali o samim

modelima.
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Zadatak ,,Prva flota* predstavlja jedan od na¢ina uvodenja interdisciplinarnih
problema kao 1 samog modeliranja u kurikulum matematike razredne nastave
(English, 2007). Takvi problemi omogucuju razliite pristupe rjeSenjima 1
omogucuju djeci svih razina postignuc¢a da sudjeluju u tim iskustvima i imaju koristi

od njih.

3.3.4. Zadatak 4. ,,PovrS§ina Antartike*

U primjerima zadataka za PISA testiranje (Primjeri PISA zadataka, n.d.) koje
se provodi u Hrvatskoj, spominje se zadatak koji je primjeren 4. razredu osnovne
Skole. U tom se zadatku ucenicima predstavlja slijepa karta Antartike s pripadaju¢im
mjerilom. Ucenici, prema toj karti, trebaju izraunati povrSinu Antartike 1 objasniti

postupak rjeSavanja problema.
Zadatak:
Procijeni povrSinu Antartike uz pomo¢ mjerila na karti.

Prikazi postupak izracunavanja i1 objasni kako si doSao/la do procjene (mozes

crtati po karti ako ¢e ti to pomoc¢i u procjenjivanju):

Slika 1. Antartika

Izvor: Primjeri  PISA  zadataka. (n.d.)  Matematicka  pismenost. Preuzeto s

https://pisa.ncvvo.hr/primjeri-pisa-zadataka/ (4.1.2020.)

47



Uz pomo¢ Slike 3., u€enicima je zadatak odrediti povr§inu Antartike. UCenici
su mogli crtati po karti. Ucenici su to¢no rijesili zadatak ako su prekrivanjem
povrSine Antartike pravokutnikom ili kvadratom 1 raCunanjem njegove povrSine,
dobivanjem odgovora pomocu crtanja kruga, zbrajanjem povrSina nekoliko
geometrijskih likova ili dobivanja to¢nog odgovora nekim drugim postupkom
rjeSavanja, dogli do rjeSenja od 12 000 000 km® do 18 000 000 km* (Primjeri PISA
zadataka, n.d.). Ucenici su, takoder, trebali prikazati postupak rjeSavanja zadatka 1

objasniti sam postupak.

MozZemo zakljuciti da je, od prethodno navedenih zadataka, ovo teZi zadatak,
budu¢i da su u pitanju veliki brojevi 1 povrSine. lako je upitna primjerenost u 4.
razredu osnovne Skole, smatramo da je zanimljiv kao aktivnost za dodatnu nastavu

matematike razredne nastave ili kao primjer zadatka iz podrucja ,,Zelim znati vise*.

3.3.5. Zadatak 5. ,,Divlji pozari“

High School Mathematical Contest in Modeling, HiIMCM, odnosno
natjecanje iz matematickog modeliranja za srednje Skole (COMP, n.d.), navodi
zadatak u kojem ucenici trebaju raspodijeliti Cetiri vatrogasne jedinice po zadanom
parku kako bi ga zastitili od pozara. U ovom smo radu zadatak prilagodili te
smatramo kako bi se zadatak mogao provesti u grupnom radu s u¢enicima 4. razreda

osnovne Skole.
Zadatak:

Sumska je sluzba zatrazila vas tim za pomo¢ u raspodjeli resursa za borbu

protiv divljih poZara.

Sumska se sluzba posebno brine za divlje pozare u parku, koji se sastoji od
malih stabala i grmova, u obliku kvadrata dimenzija 8 km sa svake strane. Prije
nekoliko godina Sumska je sluzba izgradila vatrogasnu mrezu sjever-jug i istok-
zapad koje tvore pravokutnu mrezu po unutrasnjosti parka. Protupozarna je mreza

izgradena u intervalima od 1 km.
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Divlji ¢e se pozari najvjerojatnije pojaviti za vrijeme susne sezone, koja se u
ovom podrucju prostire od srpnja do rujna. Za vrijeme suSne sezone tijekom dana

prevladava zapadni vjetar. Ceste su pojave gromova koji izazivaju pozare.

Sumska sluzba Zeli rasporediti Getiri vatrogasne jedinice za kontrolu poZara
tijekom sljedece suSne sezone. Svaka jedinica sastoji se od 10 vatrogasaca, jednog
kamiona za prijevoz, jednog kamiona za smece, jednog kamiona za vodu (50 000
litara) 1 jednog buldozera (kamion i prikolica). Jedinica ima motorne pile, ru¢ni alat 1
drugu protupozarnu opremu. Ljudi se mogu brzo prebaciti helikopterom u podrucje
parka, ali se sva oprema mora voziti postoje¢im vatrogasnim vozilima. Za vrijeme

suSnih razdoblja, jedan je helikopter stalno u pripravnosti.

Vas$ je zadatak odrediti najbolju raspodjelu protupozarnih jedinica unutar
parka. Sluzba za Sume moze postaviti baze za te jedinice na mjestima bilo gdje
unutar podruc¢ja. Osim toga, od vas se trazi da pripremite prognozu procjene Stete.
Ova ¢e se prognoza koristiti za procjenu divljine koja ¢e vjerojatno izgorjeti od
pozara. Takoder, prognoza ¢e djelovati kao mehanizam za pomo¢ sluzbi u

odredivanju situacija u kojima ¢e biti potrebne dodatne vatrogasne jedinice.

Uc€enicima je prvi zadatak da zamisle kako bi zadani park izgledao s obzirom
na zadane upute. Nakon zamiSljanja, ucenici trebaju odrediti najbolje lokacije u
parku za postavljanje vatrogasnih jedinica. U sljede¢em zadatku, ucenici trebaju
pripremiti prognozu Stete u kojoj ¢e odrediti, prema lokaciji vatrogasnih jedinica,
koja je njihova procjena Stete te u kojim situacijama smatraju da su potrebne dodatne
vatrogasne jedinice. Nakon rjeSavanja zadataka, poZeljno je organizirati zajednicku

diskusiju.

3.3.6. Zadatak 6. ,,Suzbijanje nasilja u gradu*

Zadatak ,,Suzbijanje nasilja u gradu®, koji se spominje u HIMCM, natjecanju
iz matematickog modeliranja za srednje Skole (COMP, n.d.), u ovome je radu
prilagoden, kako bi se mogao primijeniti u Cetvrtom razredu osnovne Skole kao

grupni rad.
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Zadatak:

Regionalni je grad imao mnogo problema s bandama 1 nasiljem tijekom
godina. Gradonacelnik, Sef policije 1 gradsko vijece trebaju vasu pomo¢. Dostupni su
podaci za: Incidenti nasilja, ubojstva, napadi, regionalno stanovnistvo (podaci popisa
stanovnistva), nezaposlenost, upis u srednju Skolu, napuStanje srednje Skole,
zatvorska populacija, puSteno na uvjetnu slobodu, krSenja uvjetne slobode 1

maloljetnicki zatvorenici.

Analizirajte 1 modelirajte ove podatke kako biste gradu dali plan za smanjenje
nasilja. Nakon §to dovrSite analizu 1 model, pripremite priopéenje za gradonacelnika
u kojem cete iznijeti svoje prijedloge koji preporuCuju strategiju kampanje za

suzbijanje nasilja.

Tablica 5. Podaci 1. dio

Godina Nasilja Ubojstva Napadi POpl.S Nezaposlenost
stanovniStva
2004. 695 17 678 420 802 17 689
2005. 652 7 645 421 374 15716
2006. 690 7 683 421 417 14 738
2007. 725 14 711 423 762 15 368
2008. 736 25 711 428 549 17 806
Izvor: COMAP. (n.d.) HiMCM: Problems and Results. Preuzeto s

https://www.comap.com/highschool/contests/himcm/previous%20problems.html (8.1.2020.)

Tablica 6. Podaci 2. dio

Upisi u Napustanje Pusteno na Krsenja o
) ) ) Zatvorska ) ) Maloljetnicki
Godina srednju srednje N uvjetnu uvjetne o
populacija zatvorenici
skolu Skole slobodu slobode
2004. 9308 124 157 895 118018 76 725 3436
2005. 9492 85 158 837 122 737 80 962 2 881
2006. 9 496 124 166 547 131 315 89 883 2517
2007. 9482 180 166 277 137 590 92 628 2115
2008. 9561 147 166 277 137 590 92 628 1568
Izvor: COMAP. (n.d.) HiIMCM: Problems and Results. Preuzeto s

https://www.comap.com/highschool/contests/himcm/previous%20problems.html (8.1.2020.)
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U ovome se zadatku od ucenika oCekuje da analiziraju podatke iz zadanih
tablica (Tablica 5. 1 Tablica 6.). Ucenici trebaju sami odrediti koji su podaci bitni u
rjeSavanju ovog zadatka. Nakon analize, ucenici trebaju promisliti 1 obraditi

modeliranje podataka kako bi predlozili na koji na¢in smanjiti nasilje u gradu.

U drugom dijelu =zadatka wucenici trebaju napisati priopéenje za
gradonacelnika u kojem ¢e iznijeti, objasniti 1 opisati strategije i1 prijedloge za koje
oni smatraju da ¢e smanjiti nasilje u gradu. Pomoc¢u ovih priopéenja, predlaze se da

ucenici zajedno prodiskutiraju i predstave jedni drugima svoje prijedloge.

3.3.7. Zadatak 7. ,Hitna medicinska reakcija*

HiMCM, natjecanje iz matematickog modeliranja za srednje Skole (COMP,
n.d.), opisuje zadatak matemati¢kog modeliranja koje se temelji na ambulantama za
hitne sluc¢ajeve i1 njithovim raspodjelama. Smatramo kako bi se ovakav zadatak, koji
je u ovom radu pojednostavljen, mogao provoditi u grupnom radu s ucenicima 4.

razreda osnovne Skole.
Zadatak:

Koordinator sluzbe za hitne slucajeve (ESC) za neku zupaniju zainteresiran je
za pronalaZenje tri ambulante kako bi se maksimalno povecao broj stanovnika do
kojih se moZe do¢i u roku od 8 minuta od hitnog poziva. Zupanija je podijeljena na 6
zona, a prosje¢no vrijeme potrebno za putovanje od jedne do druge zone pod polu

savrSenim uvjetima sazeto je u Tablica 7.
Ciljevi vaseg modela:

1. Odredite lokacije za tri ambulante s vozilima hitne pomo¢i koja bi
maksimalizirala broj ljudi do kojih je moguce do¢i u roku od 8 minuta od poziva

911. Mozemo li pokriti sve? Ako ne, koliko ljudi ostaje bez pokri¢a?

2. Jedna je ambulanta postavljena za hitni poziv 1 ostaju nam samo dvije
ambulante, kamo bismo ih smyjestili da poveéaju broj ljudi do kojih se moze do¢i u

roku od 8 minuta? Mozemo li pokriti sve? Ako ne, koliko ljudi ostaje bez pokrica?
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3. U slucaju da dvije ambulante viSe nisu dostupne, gdje bi trebala biti
postavljena preostala ambulanta? Mozemo li pokriti sve? Ako ne, koliko ljudi ostaje

bez pokric¢a?

4. Pripremite kratku biljesku u kojoj Cete iznijeti svoje preporuke iz vaseg
modela 1 analize za ESC.
Tablica 7. Prosje¢no vrijeme potrebno za putovanje od jedne do druge zone pod polu
savrsenim uvjetima

Prosje¢no potrebno vrijeme

Zone 1 2 3 4 5 6
1 1 8 12 14 10 16
2 8 1 6 18 16 16
3 12 18 1.5 12 6 4
4 16 14 4 1 16 12
5 18 16 10 4 2 2
6 16 18 4 12 2 2
Izvor: COMAP. (n.d.) HiIMCM: Problems and Results. Preuzeto s
https://www.comap.com/highschool/contests/himcm/previous%20problems.html (8.1.2020.)
Tablica 8. Broj stanovnika po zonama
Zone Broj stanovnika
1 50 000
2 80 000
3 30 000
4 55000
5 35000
6 20 000
Ukupno 270 000
Izvor: COMAP. (n.d.) HiIMCM: Problems and Results. Preuzeto s

https://www.comap.com/highschool/contests/himcm/previous%20problems.html (8.1.2020.)

U navedenom zadatku ucenici trebaju uz pomoc¢ potpitanja stvarati svoje
modele za razli¢ite situacije. U prvom pitanju ucenici trebaju osmisliti svoj model
kako bi najbolje 1 najdjelotvornije rasporedili tri ambulante u 6 zona. U drugom

pitanju ucenici rade isto, ali s dvije ambulante. Trece pitanje zahtijeva od ucenika da
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razmisle 1 postave jednu ambulantu za svih Sest zona, tako da djelotvornost bude Sto
veca. Na kraju, u Cetvrtom pitanju, ucenici trebaju sva svoja razmisljanja, zakljucke 1
prijedloge zapisati kao biljeSke. Preporucamo zajedni¢ku diskusiju, na kraju rada,

kao vazan dio zadatka.

3.3.8. Zadatak 8. ,, Koliko vrijedi?*

U HiIMCM, natjecanju iz matematickog modeliranja za srednje Skole (COMP,
n.d.) navodi se zadatak koji smo u ovom radu prilagodili ucenicima 6. razreda
osnovne Skole. Zadatak zapocinje pricom o podijeli imovine izmedu majke 1 Cetiri

sina.
Zadatak:

Godine 1995. Noah Sentz umro je u prometnoj nesrei, a njegovo imanje
predano je sudu. DrZavni je zakon odredio da 1/3 sve imovine pripada njegovoj Zeni,
a 2/3 sve imovine pripadne djeci. Noah je imao Cetvero djece. Tijekom sljedece Cetiri
godine, troje od Cetvero djece prodalo je svoj udio imovine majci za svotu od po
8400 americkih dolara svakome. Izvorna ukupna imovina bila je povrSine 75,43
hektara zemlje. Buduci da cetvrto dijete nije sudjelovalo u prodaji, ovaj je tjedan
tuzilo imanje zbog zakonitog nasljedstva iz prvobitne presude. Sudac je presudio u
korist Cetvrtog sina 1 utvrdio da mu s pravom pripada nov€ana naknada. Sudac je

odabrao vasu grupu kao porotu kako bi odredio iznos naknade.

Koristite nac¢ela matematickog modeliranja kako biste izgradili model koji
vam omogucuje odredivanje iznosa naknade za Cetvrto dijete. Pored toga, pripremite

kratki sazetak sudu koji objasnjava vasSe rezultate.

U ovom su zadatku ucenici trebali izraditi model kojim bi odredili iznos
naknade koji bi se trebao isplatiti etvrtom djetetu. U drugom dijelu zadatka, u€enici
su trebali napisati objas$njenje svoje odluke kojim ¢e sudu dati opis kako su dosli do

svoje odluke, koji su faktori utjecali na njihovu odluku te zaSto je sud donio ispravnu
odluku.
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lako zadatak ,,Koliko vrijedi?* nije primjeren za ucenike razredne nastave,
smatramo da je dobar primjer zadatka matemati¢kog modeliranja. Takoder, ovakav
se zadatak moze primijeniti kao dobar primjer uciteljima u osmisljanju 1 stvaranju

novih zadataka.

3.3.9. Zadatak 9. ,Najam automobila*

Zadatak ,Najam automobila®, koji se spominje u HIMCM, natjecanju iz
matematickog modeliranja za srednje Skole (COMP, n.d.), namijenjen je ucenicima
8. razreda osnovne Skole. Zadatak zapocinje kratkim uvodom u problem nakon
kojega ucenici sami trebaju odrediti varijable koje su za njih vazne, kako bi dosli do

rjeSenja.
Zadatak:

Neki ljudi unajmljuju automobil kada krecu na dugo putovanje. Uvjereni su
da na taj nadin $tede novac. Cak i ako ne $tede novac, smatraju da se najam Gini
vrijednim uz saznanje da ako se automobil pokvari na putovanju, problem i popravak

pokriva tvrtka koja iznajmljuje automobil.

Analizirajte ovu situaciju 1 utvrdite pod kojim je uvjetima najam automobila
prikladnija opcija. Odredite ograni¢enja kilometraze za vlastiti automobil 1 vrijednost

raspodjele troSkova vozaca 1 putnika.

U navedenom zadatku, ucenici trebaju zakljuciti koje su prednosti i nedostaci
unajmljenog 1 vlastitog automobila. Uz ovaj je zadatak moguce koristenje udzbenika,
Interneta 1 drugih izvora podataka kako bi se doSlo do informacija o cijenama najma
automobila, cijenama goriva, cijenama popravaka ili bilo koje druge informacije koju
uCenik smatra vaznom u rjeSavanju zadatka. Ovakav je zadatak kompleksniji te

zahtjeva viSe vremena u njegovom rjesavanju, ali i diskutiranju.
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3.3.10. Zadatak 10. ,,Galerija“

U ovome ¢emo radu spomenuti 1 zadatak koji se nalazi u HIMCM, natjecanju
iz matematickog modeliranja za srednje Skole (COMP, n.d.). ,,Galerija* je primjer
tezeg zadatka koji smo u ovome radu prilagodili u¢enicima 8. razreda osnovne Skole.
Zadatak zapoc€inje opisom galerijskog prostora u kojem se otkriva problem sigurnosti

umjetnickih djela.

Zadatak:

U umjetnic¢koj se galeriji odrZzava posebna izloZba malih akvarela. [zloZba ¢e
se odrzati u pravokutnoj prostoriji dugoj 22 metra 1 Sirokoj 20 metara s ulaznim 1
izlaznim vratima Sirine 2 metra, kao Sto prikazuje Slika 4. Dvije sigurnosne kamere
uc¢vrs¢ene su u kutovima sobe, a video zapis prati osoblje iz sobe za daljinsko
upravljanje. Sigurnosne kamere u svakom trenutku prikazuju vidno polje od 30°.
Kamere se okrec¢u preko cijelog vidnog polja, odnosno pokrivaju cijelu prostoriju, a

potrebno vrijeme za jedan ciklus je 20 sekundi.

Za izloZzbu treba pokazati 50 akvarela. Svaka slika zauzima otprilike 1 metar
zidnog prostora 1 mora biti odvojena od susjednih slika 1 metar praznog prostora.
Takoder, slika mora biti objeSena 2 metra od spoja zidova. Iz sigurnosnih razloga
slike moraju biti najmanje 2 metra udaljene od ulaza. Galeriji je potrebno dodati 1
dodatni unutarnji zidni prostor u obliku prenosivih zidova. Prijenosni zidovi dostupni
su u sekcijama od 5 metara. Akvareli trebaju biti postavljeni na obje strane
prijenosnih zidova. Da bi se osiguralo dovoljno prostora, paralelni zidovi moraju biti
udaljeni najmanje 5 metara unutar cijele galerije. Da bi se olakSao pregled, susjedni

zidovi ne smiju se presijecati u oStrom kutu.

Slika 4. 1 Slika 5. prikazuju konfiguraciju galerijske sobe za posljednje dvije
izloZzbe. Prisutni izlagac izrazio je odredenu zabrinutost zbog sigurnosti svoje izlozbe
1 zatrazio je od uprave da analizira sigurnosni sustav i1 preuredi prijenosne zidove

kako bi optimizirao sigurnost izloZbe.

Odredite nacin za mjerenje sigurnosti eksponata za razliite zidne

konfiguracije. Pomo¢u ove mjere utvrdite koja je od dvije prethodne izlozbe bila
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sigurnija. Na kraju, odredite optimalnu konfiguraciju prijenosnog zida za eksponat

akvarela na temelju vase mjere sigurnosti.

Slika 2. Prvi primjer konfiguracije galerijske sobe

Entrance
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f Camera =
6m)
e——10 M ——]
20m
j 15m
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1
; Camera [6M
[# o
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- 22m {

Izvor: COMAP. (n.d.) HiIMCM: Problems and Results. Preuzeto s
https://www.comap.com/highschool/contests/himcm/previous%20problems.html (8.1.2020.)

Slika 3. Drugi primjer konfiguracije galerijske sobe
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Izvor: COMAP. (n.d.) HiIMCM: Problems and Results. Preuzeto s
https://www.comap.com/highschool/contests/himcm/previous%20problems.html (8.1.2020.)

Zadatak ,,Galerija* zahtjeva veliku koncentraciju 1 promiSljanje ucenika.
Budu¢i da je zadatak opsezan, za njegovo je rjeSavanje potrebno izdvojiti vise

vremena te ga primijeniti u grupnom radu.
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Mozemo zakljuciti da se koriStenjem 1 primjenom ovakvih zadataka moze
djelotvorno pribliziti matemati¢ko modeliranje uc¢enicima u razrednoj nastavi, ali 1
primjena matematike u okruZenju ucenika izvan Skole. Zadaci matematickog
modeliranja se, u vecini slucajeva, rade u grupnom radu. Ovakve je zadatke moguce
raditi 1 kao domace uratke, ali ipak ne preporuc¢amo takvu primjenu zadataka u
razrednoj nastavi. Buduc¢i da su ucenici jo§ mladi 1 tek uce metode matematickog
modeliranja, preporuca se rjeSavanje ovih zadataka u grupnom radu, u razredu, uz
asistenciju educiranog ucitelja. Nakon rjeSavanja zadataka, smatramo da je potrebna
zajednicka diskusija u kojoj ¢e u€enici razmijeniti steCena iskustva, komunicirati 1
dobiti odgovore na eventualna pitanja 1 nedoumice. U zadacima matematickog
modeliranja ucitelj ima ulogu asistenta, odnosno stoji na raspolaganju ucenicima,
odgovara na pitanja na koja sami ucenici ne znaju odgovor, navodi ucenike na
smisao problema, postavlja pitanja ucenicima, vodi disciplinu razreda 1 grupa te
potiCe ucenike na kreativnost, razmisljanje 1 rad. Iako su zadaci korisni u svojoj
primjeni, zakljuCujemo da je potrebno puno vremena za rjeSavanje 1 diskusiju

ucenika u razredu.

Budu¢i da je satnica matematike u razrednoj nastavi popunjena obaveznim
sadrzajima, uciteljima najceS¢e ne ostaje dovoljno vremena za provedbu ovakvih
zadataka. Uz to, njihova edukacija o provedbi istih nije odgovaraju¢a. Stoga ucitelji
nisu u mogucnosti kvalitetno 1 kompetentno pripremiti sadrzaje ni zadatke za
provedbu s u€enicima. Zadaci matemati¢kog modeliranja, u vec¢ini slucajeva, nemaju
jedinstveno to¢no rjeSenje. Ovakvi se zadaci mogu to¢no rijesiti na viSe razliCitih
nacina. RjeSenje ovisi o na¢inu razmisljanja, mastanja 1 presudivanja u¢enika. Buduci
da su zadaci kompleksni, dugi 1 opSirni, tesko ih je izmiSljati i stvarati. Prilikom
pisanja ovog rada bilo je mnogo problema sa samim nalaZzenjem zadataka koji se
mogu primjenjivati u razrednoj nastavi. MoZemo zakljuciti da je uz sve nabrojene
prednosti, provedba matematickog modeliranja korisna za razvoj ucenika razredne
nastave. Takoder, zakljuCujemo da uz sve prisutne probleme 1 nedostatke, ucitelji
gube hrabrost, volju 1 samopouzdanje za provedbu zadataka matematickog

modeliranja.
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4. ZAKLJUCAK

Matematicko modeliranje moZe utjecati na u¢enikovu motivaciju i zanimanje
prema matematici. Zadaci matemati¢kog modeliranja poticu ucenike na kriticko
promiSljanje o tekstu zadatka, kako bi odredili koje su varijable u zadatku vazne, a
koje su zanemarive. Takoder, zadaci poti€u u€enike da izrazavaju svoju kreativnost,
osobno razmisljanje, svoja stajaliSta 1 iskustva. Pomoc¢u zadataka matematickog
modeliranja, matematika ucenicima postaje smislenija, zanimljivija 1 korisnija. Osim
toga, zakljucujemo da matematicko modeliranje zahtijeva visoku kognitivnu paznju

ucenika, poti¢e komunikaciju 1 timski rad.

Pregled literature pokazuje da se matematickom modeliranju u nastavi pridaje
premalo pozornosti 1 vremena. Ustanovljeno je da ne postoji jedinstvena 1 najto¢nija
definicija matematickog modeliranja. Mozemo zakljuciti da je jedan od vaznih i
kvalitetnih ucinaka matematickog modeliranja u nastavi razvoj kompetencija
rjeSavanja problema realnog svijeta. Takoder, naglaSava se cilj matematickog
modeliranja u stvaranju novih znanja ili poboljSanju postoje¢ih znanja ucenika. Isto
se tako naglasava vaznost primjene digitalnih tehnologija kod matematickog

modeliranja u nastavi.

Zakljucujemo da postoje brojne prednosti matematickog modeliranja u
razrednoj nastavi. Pregled literature pokazuje da matematicko modeliranje pomaze
uCenicima da kriticki pristupe problemu prije nego Sto ga rijeSe. Takoder,
matematicko modeliranje utjece na ucenikovu komunikaciju, prezentaciju,
objasnjavanje slozenih sustava, ali i koriStenje raznih tehnoloskih alata. Ustanovljeno
je 1 da zadaci matematickog modeliranja ¢esto nemaju jedinstveno rjeSenje te se
ve¢inom rjeSavaju u obliku timskog rada ili rada u grupama. Smatramo da uz pomo¢
zadataka matematickog modeliranja ucitelji dobivaju bolji uvid u na¢in razmisljanja 1

funkcioniranja svojih ucenika.

Zaklju¢ujemo da postoje 1 neki nedostaci, odnosno prepreke kod
matematickog modeliranja u razrednoj nastavi. Ustanovljeno je da je jedna od
prepreka ta da uditelji za zadatak matemati¢kog modeliranja trebaju poznavati Siri
spektar znanja iz stvarnog svijeta. Razlog tome je da je, pomo¢u matematickog
modeliranja, uc¢enje puno otvorenije 1 ne-predvidljivije. Takoder, zakljucujemo da

zadaci matematiC¢kog modeliranja zahtijevaju puno viSe vremena koje je potrebno za
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analizu zadatka, rjeSavanje te diskusiju i prezentiranje rjeSenja. Pregledom literature
ustanovljeno je da se javlja problem kurikuluma u kojem nije izdvojeno vrijeme za
matematicko modeliranje. Nadalje, zaklju¢ujemo da udzbenici za razrednu nastavu
ne sadrzavaju zadatke matematiC¢kog modeliranja te nigdje nije opisano kako se takvi

zadaci provode, ni rjeSavaju.

Mozemo zakljuciti da je osposobljavanje ucitelja vazno u postizanju visoke
kvalitete poducavanja matematike. Pregledom literature utvrdujemo pozitivne
reakcije ucitelja na primjenu zadataka matemati¢kog modeliranja u razrednoj nastavi.
Takoder, smatramo da postoji veliki nedostatak stru¢nog osposobljavanja ucitelja na
podru¢ju matematike, a posebice na podrucju matematickog modeliranja.
Naglasavamo 1 nedostatak podrske uciteljima u profesionalnom razvoju u podrucju

matematickog modeliranja u razrednoj nastavi.

Uz spomenute nedostatke, kao 1 manjak 1 nedostatak zadataka matematickog
modeliranja, pokazano je nekoliko primjera zadataka koji su primjenjivi u razrednoj
nastavi. Zadaci su opisani, navedeno je za koju dob su isti primjenjivi te je
predlozeno na koji se nafin mogu rjeSavati i provoditi u nastavi. Na kraju su
ustanovljene opc¢e upute i prijedlozi kako uvoditi zadatke matematickog modeliranja
u razrednu nastavu. Takoder, zakljuCujemo da postoji veliki manjak zadataka, ali 1

brojni nedostaci postoje¢ih zadataka za ucitelje razredne nastave.

Sveukupno gledano na literaturu iz podru¢ja matematickog modeliranja 1
primjene u razrednoj nastavi te njihove prednosti i1 nedostatke, zaklju¢ujemo da
matematicko modeliranje pozitivno utje€e na razvoj pojedinca, kao i cijelog razreda
ve¢ od najranije dobi. Kao §to ucenici, pomocu zadataka matematickog modeliranja,
razvijaju znanja 1 vjeStine u matematici, tako 1 u drugim podruc¢jima, poput

astronomije, fizike 1 geografije, ali razvijaju 1 socijalne vjestine.

Smatramo da je potrebno posvetiti vecu vaznost obrazovanju uclitelja za
provedbu matematickog modeliranja u nastavi te ih poticati u uvodenju, radu i1
izvodenju zadataka matematickog modeliranja u ucionici. Predlazemo povecanje 1
razvo] dostupnih zadataka za ucitelje razredne nastave. Takoder, naglaSavamo
potrebu provodenja istrazivanja na temu matematickog modeliranja u razrednoj
nastavi, ali 1 nastavi opcenito, buduci da takva istrazivanja na podru¢ju Republike

Hrvatske trenutno nisu dostupna.
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